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PAR 

Fernando  de  Vasconcellos 


AVANT-PJROPOS 

Le  travail  actuei  contient,  par  la  comparaison  des  travaux  de 
MoBius  et  de  IM^ding,  et  des  mémoires  de  Damel  da  Sii.va  et 
de  M.  Darboux,  sur  Téquilibre  astalique  et  la  rotation  des  forces 
autour  de  leurs  points  d'application,  loutes  les  proposilions  les 
plus  importantes  de  cette  théorie,  avec  1'indication  dii  savant 
qui  en  découvrit  chaciine;  et,  pour  les  théorèmes  qui  ont  été 
inventes  deux  fois,  j'établis  la  métliode  suivie  par  chaque  auteur 
dans  son  invention,  et  je  fais  la  criticpie  et  la  comparaison  des 
résultats  obtenus. 

En  publiant  cette  étude,  je  pense,  suivanl  Tavis  de  Téminent 
mathématicien,  le  maitre  vénéré  de  nous  teus,  M.  Gomes  Tei- 
xeira, le  savant  recteur  de  TUniversité  de  Porto,  de  faire  un 
travail  ulile  el  de  rendre  un  véritable  service  à  la  science  et  au 
Portugal,  en  lirant  de  Toubli,  ou  il  est  tombe,  le  remarquable 
Mémoire  de  Damel  da  Silva,  presente  par  cet  iilustre  géomèlre 
à  TAcadémie  royale  des  sciences  de  Lisbonne,  en  séance  du  27 
février  1850,  eí  qui  a  élé  publié  en  1851,  oCi  son  auteur,  qui 
ignorait  complèlemenl  la  théorie  de  Mobius  et  le  théorème  de 
MifiDLNG  sur  le  même  sujet(^),  employant  notamment  les  consi- 


(1)  Lettre  de  M.  D.  A.  da  Silva  à  M.  Moigno  sur  une  réclamation  de 
priorité.  Journal  Les  Mondes  du  29  niars  1877. 


dérations  géométriques,  coniplétées  ou  confirmées  par  lanalyse, 
lorsque  cclle-ci  est  nalurcllcment  appelée  à  intervenir,  étudie 
la  question  par  une  manière  tout-à-fait  diíTérente  de  celles  sui- 
vies  par  cos  deux  savants,  oblenant  de  nonibreux  resultais  et 
des  propositions  que,  uétant  pas  tous  enlièrement  nouveaux, 
coninie  il  supposait,  onl  été  cependant  traités  et  obtenus  par 
des  niélhodes  éleg;antes  et  expressives,  réprésentant  le  néces- 
saire  coniplénient  de  celte  ibéorie. 

Le  mémoire  Rotação  das  forças  em  torno  dos  pontos  de  appli- 
cação,  de  Daniel  da  Silva,  est  si  remaiíjuable,  et  presente  un 
inlérèt  théorique  si  important  pour  la  science,  que,  vint-cinq'ans 
après  sa  publioalion,  fut  très-vanté  un  mémoire  sur  le  mème 
sujet  et  spécialemenl  sur  Téquilibre  asialique,  presente  à  TAca- 
démie  des  Sciences  de  Paris  par  ^I.  Dauiíoux  (*),  oíi  ce  savant 
g;éoinèlre  qui,  sans  doule,  ignoiait  Texislence  du  mémoire  de 
Damel  da  Silva,  dont  il  ne  fait  pas  mention,  dit  qu'il  a  ajouté 
dimportantes  propriétés  et  de  nouveaux  resultais  a  la  théorie 
de  MoBiLs,  ibéorie  que,  quoique  ayant  la  date  1837,  fut  IMoigno 
le  premier  à  la  faire  connaitre  en  France,  dans  ses  Leçons  de 
Mêcanique  analytujue.  Statique.  1868. 

Quelques-unes  des  propositions  que  M.  Darboux  croyait 
nouvelles,  avaient  été  décou vertes,  auparavanl,  par  notre  sa- 
vant compatriote,  et  existem  dans  son  mémoire,  comme  nous 
monlrerons. 

En  faisant  Tanalyse  de  son  mémoire,  dit  M.  Darboux: 

«Le  travail  actuei  conlient  la  démonstration  des  propositions 
déja  connues  dans  cet  ordre  de  recherches,  —  il  fait  exclusive- 
ment  référence  aux  eludes  de  Mõbius  et  de  Minding,  analysées 
dans  la  Mêcanique  de  Broch,  et  résumées  dans  la  Statique  de 
IMoiGNO — ,  et  celle  de  plusieurs  propriétés  qui  me  paraissenl 
enlièrement  nouvelles.»  Et  citant,  d'abord,  Tétude  de  toutes 
les  positions  d'équilibre  dun  corps  soumis  à  1'action  d'un  sys- 
tènie  de  forces  dont  la  resultante  générale  est  nulle,  M.  Darboux 
ajo  u  te: 

«MõBius  croyait  que,  si  Téquilibre  a  lieu  dans  quatre  orien- 
taiions  du  corps,  il  subsiste  dans  toutes  les  aulres;  je  montre 
au  contraire  qu'il  y  a  toujours  quatre  positions  du  corps  pour 
lesquelles  les  forces  se  font  equilibre,  et  qu'il  peut  y  en  avoir 
un  plus  grand  nombre.» 


(•)  Mémoire  sur  Téquilibre  astatique  et  sur  l'effet  que  peuvent  produire 
des  forces  de  grandcur  et  de  directions  constantes  appliquées  en  des  points 
determines  d'un  corps  solide  quand  ce  corps  change  de  position  dans  Fes- 
pace.  Bordeaux,  1877. 


Damel  da  Silva,  eii  faisant  sa  réclainalion  de  piiorilé  sur  ce 
résultat,  considere  nouveau  par  M.  Dauboux,  dit  dans  une  lellre 
adressée  a  Moigno,  j)ubliée  dans  le  Journal  Les  Mondes  du  29 
niars  de   1877 : 

«IM.  Darholx  fait  reniarquer,  dans  TanaUse  quMI  a  publié  de 
son  ménioire,  que  rilluslre  niaUu-nialicien  saxon  a  coninús  une 
grave  erreur,  en  croyant  que  icui  corps  qui  est  en  equilibre  en 
quatre  orienlations  diverses,  doit  ètre  aussi  en  equilibre  dans 
loutes  les  autres  positions.  (^ependant,  vingt-six  ans  avant  Ia 
dernière  publication  de  M.  Dariíoux  (qui  ignore  niènie  Texis- 
tence  de  nion  ménioire),  j'avais  trouvé,  tout  à-fait  coninie  lui 
(§  180),  qu'il  y  a,  en  general,  quatre  positions  d'équilibre,  et 
seulenient  quatre,  qui  se  déduisent  les  unes  des  aulres  par  des 
rotalions  de   180'^,  autour  de  trois  axes  rectangulaires.» 

Dans  une  autre  partie  de  ce  três  important  document  qui, 
suivant  les  avis  de  M.  Gomes  TEixEn\A(*)  et  du  savant  invesliga- 
teur  M.  RoDOLPHO  Guimarães  (-),  ne  devrait  pas  avoir  été  adressé 
à  un  Journal  de  siinple  vulgarisaiion  scientifique,  mais  a  TAca- 
demie  des  Sciences  de  Paris,  qui  certainement  Taurait  publié 
aux  Comptes-rendus  de  ses  séances,  oú  avaient  été  antérieur- 
ment  exposés  les  tbéorèmes  de  iM.  Darroux,  Damel  da  Su.va 
après  avoir  affirmé  que,  quand  il  avait  presente  son  memoii'e  a 
TAcadémie  des  Sciences  de  Lisbonne,  —  27  février  1850 — , 
ignorait  complèlement  que,  treize  ans  auparavant,  Mouius,  dans 
sa  statique,  eút  traité  la  méme  tbéorie,  quoique  d'une  manière 
tout  à  fait  dilíérente,  croyant  donc  cpie  tous  les  tbéorèmes  con- 
tenus  dans  son  ménioire  étaient  entièrement  nouveaux,  ajoule: 

«11  est  tout  naturel  d'admettre  la  sincérité  de  mon  aveu, 
puisque,  dix-sept  années  après  la  publication  de  mon  mémoire 
(qui  a  été  envoyé  à  toutes  les  principales  Académies  de  TEu- 
rope  et  de  TAmérique),  la  curieuse  et  importante  tbéorie  de 
MoBiiis,  comme  vous  le  dites  dans  la  préface  de  votre  statique, 
était  toute  neuve  pour  la  France,»  Et  il  fait  la  judicieuse  obser- 
vation,  qui  suit:  «Ce  ne  serait  point  un  étalage  grandiose  de 
modestie  nationale  que  d'avouer  que  nous  ne  sommes  pas  ici, 
en  Portugal,  mieux  informes,  que  vous  ne  1  étes  en  France,  des 
progrès  accomplis  dans  les  sciences  exactes  au  dela  du  Kbin.» 

Continuant,  Damel  da  Silva  observe:  «Encore  un  mot,  qui 
prouvera  assez,  à  ce  qu'il  me  semble,  la  sincérité  de  mon  illu- 
sion  de  priorité.  Tout  en  respectant  la  majeslé  du  vrai  mérite, 


(')  Boletim  da  Direcção  Geral  de  Instrucção  Publica.  Lisboa,  19'J2. 
(2)  Les  Mathématiques  en  Portugal.  Coimbra,  1909. 


c'est  un  senllmcnl  fort  naiurel,  souvent  nième  írrésistible,  a 
ocux  qui  t  ultivent  la  science,  que  le  désir  de  relever  les  éga- 
rements  oii  sont  lombés  les  génies  du  premier  ordre,  et  Mobius 
élail  de  co  noinbre.  .Te  ]i'aurais  donc  pas  été  moins  porte  que 
IM.  Darpoix  à  faire  reiíiarquer  la  rectificalion  capitale  de  son 
encur,  que  ce  savant  géoniètre,  sans  niènie  connailre  moa  nom 
obscur,  a  publié  uu  quart  de  siècle  après  moi.» 

Dans  la  préface  de  son  ménioire,  dit  encore  31.  Darboux: 
«.J'introduis  (dans  rette  étudc)  la  notion  d'un  ellipsoide  cen- 
tral, analoguc  h  celui  que  l'on  rencontre  dans  la  ihéorie  des 
monicnts  dincrtie,  et  dont  j'indique  plusieurs  propriétés  inte- 
ressantes lant  au  point  de  vue  géoniétrique  qu'à  celui  de  la 
queslion  de  statique  que  je  m'étais  proposée.  Le  tbeorème  de 
MiNDiNG  cesse  d'ètre  un  resultai  de  calcul  et  trouve  sa  démons- 
tralion  la  plus  naturelle  par  Teniploi  de  cet  ellipsoide.  Enfin, 
je  conqilète  ce  tbéorènie  en  niontrant  que  si  Ton  considere, 
dans  loutes  les  positions  du  système  des  forces,  laxe  central 
des  nionients  de  Poinsot,  cet  axe  appartiendra  à  un  complexe 
remarquable  du  second  ordre,  dont  les  droites  sont  Tinterse- 
ction  de  deux  plans  rectangulaires,  tangentes  respectivement 
aux  deux  focales  de  IMinding.  Ce  complexe  comprend  en  par- 
t>iculier,  comme  cela  devait  ètre,  les  droites  que  s'appuient  sur 
les  deux  focales  et  qui  sont  les  directions  de  Taxe  central  quand 
il  V  a  une  resultante  unique.» 

«MoBiHS  avait  établi  qu'un  système  de  forces  a  en  general 
deux  axes  principaux  de  rotation.  Je  chercbe  le  lieu  de  ces 
axes  (juand  Torientation  des  forces  cbenge,  et  je  démontre 
qu'ils  sont  les  générati-ices  rectilignes  d'une  famille  de  surfaces 
homofocales  du  second  degré.» 

Sur  Temploi  de  rellipsoide  central  et  au  sujet  d'autres  con- 
clusions  de  M.  Darboux,  dit  Damel  da  Silva  dans  la  lettre  ci- 
mentionnée : 

((.J"ai  traité  aussi,  d'une  manière  assez  développée  (§§  160 
et  siiiv.),  une  représentation  géométrique,  que  je  pense  ètre 
ideutique  à  un  théorème  énoncé  par  M.  Darboux,  celle  d'un 
ellipsoide  dont  les  trois  demi-diamètres  conjugues  donnent,  en 
grandeur,  les  moments  máxima,  et,  en  direction,  les  bras  des 
trois  couples,  qui  sont  Téquivalent  d'un  svslème  de  forces 
tournantes,  destilué  de  resultante  principale.» 

«A|)rès  avoir  determine  Texistence  d'un  plan  fixe  (plan  cen- 
tral íle  MòBius)  oíi  se  trouvent  tous  les  points  d'application  des 
resultantes  principales,  je  íais  remarquer  assez  clairement  (§  91) 
que  les  trois  forces  resultantes  qui  représentent,  en  généial, 
tout  système   de  forces  tournantes,   ont   toujours   leurs   points 


d'appHcation  siir  ce  méme  plan  fixe.  Cclte  proposition,  pré- 
séntée  comine  nouvelle  par  IM.  Darboux,  quoiíprelle  iie  soit  pas 
énoncée  cxpressément  à  l'onclroil  cilé,  cst  Iniitefois  la  coiiclu- 
sion  inimédiate,  evidente,  de  la  conslruction  géométrique  iiidi- 
qiiée  dans  ce  nièine  para^raphe.  Je  considere  aussi  connne  lui, 
quoique  probablenient  par  une  mélhode  diflérente,  la  repré- 
sentarion  géoméJiiqiie  des  posiiions  de  Taxe  central  des  mo- 
ments,  fixant  d'une  nianière  precise  et  complete  (§  139)  les  po- 
sitions  de  Ia  resultante  unique,  cas  qui  seraient  figures  d'une 
façon  plus  elegante,  au  moyen  du  beau  théorème  de  ÍMinding, 
que  je  crois  antérieur  aussi  à  mon  mémoire.» 

«Pour  conclure,  permettez-moi  encore  d'ajouter,  monsieur  le 
rédacteur,  que,  par  rapport  à  la  théorie,  dont  je  croyais  ètre 
Tinitiateur,  n'ayant  vu  que  depuis  bien  peu  de  jours  votre  ex- 
cellente  Staliqne  et  Tanalyse  du  mémoire  de  M.  Darboux,  pu- 
bliée  aux  Comples  rendus  de  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris 
.'27  décembre  1876),  je  pense,  toutelois,  qu'il  reste  encore  dans 
mon  mémoire  un  certain  nombre  de  tliéorèmes,  qui  ne  se  trou- 
vent  ni  dans  le  livre  de  Moiiius,  ni  dans  le  mémoire  de  votre 
savant  compaliiote.» 

Pour  conqiléter  la  partie  historique,  —  très-importante — ,  à 
ce  sujet,  et  pour  qu'on  puisse  apprécier  de  Timpression  pro- 
duite  en  Damel  da  Silva  par  la  remarquable  coincidence,  de 
se  rencontrer  dans  rinvenlion  d'nne  importante  théorie  avec 
deux  éminents  géomètres,  donl  Tun  d'eux  avait  déja  dispam, 
ayant  laissé  une  trace  éclatante  dans  Ihistoire  de  la  science 
ailemande,  et  Tautre  commençait  a  briller  dans  la  science  fran- 
çaise,  comme  un  astre  de  première  grandeur,  voici  la  tradu- 
ction  d'un  passage  d'une  de  ses  lettres,  adressée,  le  23  février 
1877,  à  M.  Gomes  Teixeira,  ])our  qui,  Téminent  maitre  éprou- 
vait  la  plus  vive  sympalhie,  rencourageant  à  poursuivre  dans 
ses  rechercbes  scientifiqucs,  sympalhie  qui,  de  la  part  de 
M.  GoMFs  Teixeira,  s'est  traduite  dans  une  sincère  vénération 
pour  le  souvenir  du  savant  et  de  Tami : 

«Voulez-vous  savoir  ce  qu'il  m'est,  arrivé,  il  y  a  peu  de  jours? 
J'ai  été  informe  par  le  journal  Les  Mondes  de  Moigno  qu'un 
mémoire  a  été  presente  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris  par 
M.  Darboux,  oíi  il  dit  ajouter  des  resultais  nouveaux  à  Tinipor- 
tante  théorie  iniliée,  en  Allemagne,  par  Mobius  et  Minding.» 

«Presque  toutes  les  proposilions.  présenlées  comme  nou- 
velles,  par  M.  Darboux,  exislent,  depuis  vingt-cinq  ans,  aux 
niémoires  de  notre  Acadénue,  dans  mon  mémoire,  Rotação 
das  forças  em  torno  dos  pontos  de  applicação !  Ce  íut  seule- 
ment   alors,   que  j'ai   su   que,   en  1868,   disait  Moigno  que  la 


to 


théorie  de  Mobius  (1837),  exactenient  la  mcme  que  j'ai  trailée, 
ignoranl  rcxistencc  de  mon  prédécesseur,  ti'ès  curieuse  et  ini- 
porlante,  élait  tdute  neuve  pour  la  France,  et  que  ce  n'est  que 
bicn  lard,  qu  il  Tappris  ])ar  uu  livre  qu'uu  de  ses  amis  lui  a 
envoyé  de  ISonvège!» 

cMon  mémoire,  qui  a  beaucoup  de  théorèmes,  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  livre  de  ÍMõbius,  et  qui  a,  d'ailleurs,  la  cor- 
rcclion  d' une  erreur  counnise  par  lui,  avec  la  rectiílcalion  de 
laquelle  M.  Dauiíoux  se  gloriíie  beaucoup,  resle  ignore,  il  y  a 
presque  vingt-six  ans,  dans  les  bibliothèques  de  toutes  les  prin- 
cipales  Acadéinies  du  monde.  Les  avantajes  décrire  en  portu- 
gais ! 

«Je  suis  bien  désolé  de  ne  pas  savoir,  quii  présenl,  que,  ne 
suspectant  mènie  pas  lexislence  de  Mobius,  un  des  plus  distin- 
gues géonièti'es  de  son  tenips,  couime  on  peut  lire  dans  le 
Dictionnaire  de  Brockhaus  (IH^G),  j'avais  coincide  avec  lui  dans 
rinvention  d'une  théorie,  considérée  tres-inq)ortante,  et  que  je 
Tai  traitée,  en  obtenant  des  résultats  plus  iniporlants  que  ceux 
obtenus  par  Tillustre  savant  alleinand.» 

Cette  letlre  fut  jjubliée  par  M.  Gomes  Teixeira  au  Boletim  da 
Direcção  Geral  da  Insirucrão  Publica.  Apontamentos  biographicos 
sobre  Daniel  Augusto  da  Silva.  Lisboa,    1902. 

La  réclaniation  de  Daniel  da  Su.va  adressée  à  Moigno  n'eut 
pas  léclio  et  les  suites  que,  certainement,  elle  aurait  eu  si  elle 
eút  été  aussi  adressée  à  TAcadéuiie  des  Sciences  de  Paris,  qui  aux 
Comptes-rendus  de  ses  séances  avait  lait  Pinsertion  des  ihéorèmes 
de  M.  Darboux;  mais  nous  ne  devons  pas  oublier  que,  sous  ce 
rapport,  le  savant  luaitre  et  vulgarisaleur  était  une  veritable 
aulorité,  puisque,  en  1868,  c'est-à-dire,  dix-huit  ans  après  la 
publication  du  mémoire  de  Damel  da  Silva  assurait  très-caté- 
goriquement  dans  la  préface  de  ses  belles  Leçons  de  Mécanique 
analij  tique: 

«La  dixième  Leçon,  toute  neuve  pour  la  France,  resume  une 
des  plus  belles  synthèses  de  Mobius  et  de  Mi.nding-,  elle  donnera 
une  idée  des  progrès  accomplis  eu  Allemagne.» 

On  doit  aussi  remarquer  que  Damel  da  Silva  declare  dans 
sa  lettre  ;i  Moig.no  que  ce  fut  par  le  Journal  Les  Mondes  (n."  du 
13  janvier  1877)  quil  eut  connaissance  de  la  présentation  \\ 
TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  du  mémoire  de  M.  Darboux, 
justifiant  tout  cela,  parfaitement,  la  manière  dont  il  a  entendu 
faire  sa  réclaniation. 

Ce  que  je  trouve  le  plus  lamentable,  c'est  que  le  mémoire 
d'un  si  illustre  mathématicien  n'eiit  pas  été  traduit  en  français, 
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puisque  la  langue  portugaise  n'a  pas  runiversalilé  que  la  gran- 
deur  de  la  queslion  Texigeait ;  alors,  ne  resterait  pas,  cerluine- 
ment,  dans  la  poussière  de  Toubli  des  Aeadéinies,  auxquelles 
fut  envoyé,  le  très-remarquable  iravail  de  notre  savant  coinpa- 
triote,  Iravail  minulieux,  très-coniplel  et  assez  étendu,  qui 
occupe  171   pages  dlnipression, 

II  vient  à  propôs  de  dire  que  la  théorie,  dont  il  est  question, 
a  le  naturel  inrérèt  scientifique  et,  en  outre,  des  applications 
pratiques,  par  exemple,  ;i  Tétude  des  systènies  composés  à  la 
fois  de  forces  dues  à  la  pesanleur  et  de  forces  magnéliques. 
Son  étude  a  été  coniniencée  par  Mobius,  qui  a  traité  la  ques- 
lion principalenient  au  point  de  vue  analylique,  ayant  Minui.ng 
presente  sur  le  niènie  sujet  un  théorènie  des  plus  intéressants. 
(Tome  XV  du  Journal  de  Crelle). 

La  question  a  été  traitée  aussi  par  d'autres  géomètres  que 
ceux  déja  cites,  commc:  Larhou,  qui  a  écrit  un  travail  intitule 
Oji  lhe  iheory  of  a  syste/h  de  forces  applied  lo  a  corps  aslalic ,  pu- 
blié  au  Messejiger  of  Malh.  (tome  xiv,  2.*' série);  Plahr,  qui  aux 
Proceedings  of  lhe  Royal  Sociely  of  Edimburg  (tome  xi)  a  écrit 
On  lhe  Mmdíng  iheorem ;  Ge.my,  qui  a  fait  le  mémoire  Applica- 
tions mécaniques  du  Calcul  des  quaternions,  publié  dans  le  Journal 
de  Liouville  (3"  série,  tome  vn).  Les  deux  premiers  travaux  con- 
tiennent  des  démonstrations  du  théorème  de  Minding  ;  le  der- 
nier  contient  la  démonstration,  par  la  tbéorie  des  quaternions, 
des  tliéorèmes  de  Mobius,  Minding,  Damel  da  Silva  (qui  n'est 
pas  mentionné)  et  Dauboux. 

II  faut  citer  ennore :  le  mémoire  de  Stkicheiv,  publié  dans  le 
tome  XXXVIII  du  Journal  de  Crelle;  une  référence  qu'on  ren- 
contre  dans  V Aperçu  hislorique  de  Chasles  (pag.  155);  et  un 
Esludo  sobre  os  systemas  de  forcas  giranles  de  Alberto  Botei  ho 
(1894). 

La  lettre  de  Da.mel  da  Silva  fut  publiée  dans  le  Journal  Les 
Mondes,  dans  le  Jornal  de  Sciencias  Malhemalicas  e  Astronómicas 
(vol.  \^\  n"  3,  1877)  et  dans  le  Jornal  da  Academia  das  Scien- 
cias de  Lisboa  (1877). 

MõBius  a  traité  le  problème  au  point  de  vue  suivant: 
Trouver  les  conditions  d'équilibre  et  de  réduction  d'un  svs- 
tème  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  qui  se  déplace,  les 
forces  conservam  leur  point  d'application,  leur  grandeur  et  leur 
direction,  quelle  que  soit  la  position  occupée  par  le  corps;  et 
a  étudié  le  cas  general  de  Téquilibre  d'un  solide  entièrement 
libre,  considérant  comme  des  cas  particuliers,  ceux  de  Téqui- 
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libre  cVun  corps  assujelti  h  tounier  aulour  dun  polnt  ou  duii 
axe  fixe. 

MiNDiNG,  reeonnaissaiit  quan  poiut  de  vue  de  la  ihéorie,  il 
est.  iudidérent,  soit  de  sii])poser  cpie  le  corps  se  nieut  sans 
cesser  d'ètre  soumis  à  radiou  des  forces  d'intensilé  et  de  di- 
reclion  invariables,  toiíjours  appliquées  au  niême  point,  soit  de 
supposer  (jue  c'est  le  corps  cpii  reste  fixe,  les  forces  cliangeant 
de  direction,  en  conliiuxant.  néaiimoiíis,  de  faire  les  mcines 
angles  entre  clles,  a  clioisi  cette  dernière  supposition  pour  laire 
la  déiiKHistration  de  son  ihéorèine. 

Dans  son  mémoire,  Damel  da  Silva,  employant  nolamnient 
les  considérations  géoniétriques,  a  trailé  la  question,  considé- 
rant  riivpothè^e  que,  nous  avons  dit,  fut  celle  choisie  par  Min- 
Di\G  ;  et  comnience  par  étudier  le  cas  plus  simples  oíi  les  forces 
sont  toutes  sur  le  niènie  plan  et  tournent  sur  lui,  —  Configura- 
tions  (*)  dans  un  plan — ,  passant  en  suite  à  considérer  le  cas 
general  des  forces  qui  tournent  dans  Tespace,  —  Configurations 
dans  Tespace — ,  en  faisant  une  étude  très-approfondie,  et,  en 
ex])osant  de  nonibreux  résultats  pleins  d'intérèt  dans  les  difíe- 
rents  cas  de  reduclion,  dont  il  déduit  les  condilions  de  Téqui- 
libre  astati(pie  en  cliacun  de  ces  cas.  l.e  problènie  est  presente, 
commc  il  suit : 

On  sait  que  dans  un  systènie  de  foices  parallèles,  mobiles 
aulour  de  leurs  points  d'appIication,  la  resultante  passe  au 
centre  des  forces,  en  restaut  toujours  parallèle  h  celles-ci.  IMais 
si  l'on  suppose  un  svstènie  de  forces  quelconques  tournant 
autour  de  leurs  points  dapplication,  de  nianière  à  conserver 
entre  elles  les  mèmes  angles,  il  en  resulte  une  généralisation 
du  svstènie  précédent,  oíi  Ton  observe,  non  seulement  quel- 
ques  propriétés  correspondant  au  príncipe  des  forces  parallèles, 
mais  encore  d'autres  qu'on  ne  pouvait  distinguer  dans  ce  prín- 
cipe. Damel  da  Sn.vA,  après  avoir  observe  (§  17)  que  les  résul- 
tats, que  Ton  déduit,  quand  on  étudie  la  rotation  des  forces 
autour  de  leurs  points  d'application,  supposés  fixes  dans  Tes- 
pace,  sont  les  mèmes  cjue  si  Ton  étudie  le  cbangement  d'orien- 
lation  da  corps,  lorsque  demeurent  les  mèmes  la  grandeur  et 
la  direction  des  forces  appliquées,   marclie  directement  vers  le 


(1)  Danikl  da  Silya  appele  cnnfi(juration  á\\n  systòme  de  forces,  Toricn- 
tation  que  prend  cc  système  par  une  rotatiou  queleouque  des  foices  autour 
de  leurs  points  d'application. 
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but,  eii  étudiant  le  cas  general  de  lapplicalion  du  sysLème  de 
forces  au  solide  entièrenient  libre,  et,  en  déduisant  coiiime  des 
cas  particiiliers  de  siinple  transfornialion  des  coordonnées,  ceux 
du  solide  assujelli  ii  loiírner,  aiitour  (Tun  poinl  íixe,  et,  par 
conséquence,  autour  d'uii  axe  qiielconque. 

Dauboux  a  adopte  riiypothèse  suivie  déjà  par  Minding  et  Da- 
MEL  DA  Silva,  par  laquelle  on  suppose  que  le  corps  demeure 
en  repôs,  les  forces  tournant  autour  de  leurs  points  d'applica- 
tion.  Le  problème  est  traité,  en  parlant  de  Tétude  du  niouve- 
jnent  autour  d'un  axe  fixe,  et  obtenant,  comnie  IMcJBius,  en 
premier  lieu,  fes  conditions  analyliques  de  Téíjuilibre  astatique, 
passant,  de  swite,  à  faire  l'étude  des  cas  d'équivalence  et  de 
ceux  de  réduction. 

Pour  une  complete  élucidation  de  la  théoi'ie  respeclive,  j'ai 
entendu  trailer  la  question,  en  présentant,  coinnic  Mõnius,  les 
équations  de  condition  de  Téquilibre  astatique,  et  dédui«ant  de 
celles-ci  les  conditions  correspondantes  aux  cas  de  réduction, 
partant  de  ceux  plus  sinqjles  pour  les  plus  complexes.  En  suite, 
comme  M.  Darboux  qui,  ayant  obtenu  les  conditions  de  Téqui- 
libre  astatique,  a  étudié  le  cas  plus  general  de  réduction  à  une 
resultante  et  a  trois  couples,  introduisant  dans  cette  étude  la 
notion  de  rellipsoide  central,  et  en  déduisant  les  autres  cas 
de  réduction,  je  niontre  comme,  dans  le  mémoire  de  Daniel  da 
Silva,  on  trouve  implicilement  ce  cas  general  de  réduction; 
j'en  déduis  les  autres  cas  plus  simples  de  réduction  et  ceux 
d'équiiibre,  et,  en  outre,  je  montre  que  les  coordonnées  de 
Tellipsoide  central  sont,  avec  une  petite  modalité,  celles  de 
Tellipsoide  de  réduction  de  Da.mel  da  Silva. 

Je  rends  aussi  bien  évident  la  question  de  priorité  relalive 
au  nombre  de  positions  d'équllibre  d'un  corps,  résultat  que 
Damel  da  Silva  a  déduit  des  hypotbèses  ou  Tellipsoide  est  de 
révolution,  ou  n'est  pas  de  vévolution,  ou  est  une  sphère;  et 
je  fais  observer,  comme,  plus  tard,  M.  Darboux  a  suivi  une 
métliode  identique  à  1'égard  de  lellipsoide  central.  J'obtiens 
Téquation  de  Tellipse  de  réduction  en  la  déduisant  de  celle  de 
Fellipsoide  respectif;  eilipse  et  ellipsoide  que  Daniel  da  Silva 
a  presente  dans  son  travail  sans  qu'il  eút  bien  precise  le  rap- 
port  existant  entre  ces  deux  figures,  ce  qui  resulta,  sans  doute, 
de  la  manière  comme  ce  très-remarquable  esprit  a  considere  le 
problème,  oú,  d'abord,  il  a  traité  1'étude,  plus  simple,  des  pro- 
priétés  des  systèmes  de  couples  de  bras,  tous  parallèles  à  un 
plan  donné,  et  de  forces  aussi  parallèles  à  un  autre  plan,  et  la 
réductioii  du  svstème  tournant  a  une  resultante  et  à  deux  cou- 
ples, étudiant,  de  suite,  le  cas  general  des  propriétés  des  sys- 
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temes  de  couples  de  bras  et  forces  avec  directions  quelconques 
dans  Tespaee,  et  sa  réduction  à  trois  couples  iiréductibles. 

En  outre,  j'obsei've  que  Ton  oblient  réquation  de  Tellipse  cen- 
tral de  M.  Dariíoux  en  cliangeant  de  signe  le  lenne  tout  connu, 
de  rellipse  de  réduction  de  Damel  da  Silva. 

J'atlaclie  aussi  toule  iinportance  aux  propositions  de  Da.mel 
DA  Silva  relatives  au  nombre  d'orientations  oú  un  syslènie  de 
forces  se  réduit  ii  une  resultante  unique,  cherchant  outre  les 
positions  de  la  resultante  correspondantes  au  cas  oú  le  couple 
miniinum  est  zero,  celles  oú  ce  couple  a  les  valeurs  maxinium 
et  jniniuiuni  absolues. 

Finalenient,  je  presente,  outre  la  dénionstration  classique  du 
théorème  de  Mindlng,  la  dénionstration  géométrique  de  M.  Dar- 
Boux  et  les  propriétés  de  Taxe  des  nioments  obtenues  par  ce 
géoniètre,  ainsi  que  celles  relatives  aux  axes  principaux  de  ro- 
tation  de  ^Iobius. 

La  priorité  au  sujet  de  la  proposition,  qui  conclut  pour  déter- 
miner  Texistence  d'un  plan  fixe,  oCi  se  trouvent  les  points  d'ap- 
plication  des  trois  resultantes  principales  qui  representem,  en 
general,  tout  système  de  forces  tournantes,  proposition  que 
Damel  da  Silva  dit  avoir  été  présentée  comme  nouvelle  par 
M.  Darboux,  appartient,  sans  doute,  a  Mõbius,  qui  a  donné  a  ce 
plan  le  nom  de  plan  central,  comnie  je  Tindique  au  n°  9  de 
ce  iravail. 


§  I.  —  Conditions  de  l'éqmlibre  astatique. 

1.  Solide  libre.  —  Les  conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide, 
souniis  à  Taction  d'un  système  de  forces  toujours  les  mémes  en 
intensité  et  en  direclion,  appliquées  en  des  points  determines 
du  solide,  sont  déduites,  lorsque  Torientation  du  corps  vient  k 
cbanger,  en  remarquant  que  si  le  corps  est  déplacé  parallèle- 
menl  à  lui-mème,  ne  change  pas  la  situation  relative  du  corps 
et  des  forces  qui  le  sollicitent,  nayant  donc  pas  lieu  de  consi- 
dérer,  dans  cette  théorie,  le  mouvement  de  translation. 

II  s'agit,  donc,  de  trouver  les  conditions  d'équilibre  dans  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  point  que  nous  prendrons 
pour  origine  des  coordonnées  et  d'un  système  de  trois  axes 
rectangulaires,  absolumcnt  fixes  dans  le  corps,  mais  qui  se 
meuvent  avec  lui  dans  Tespace.  Si  nous  désignons  par  íc,  y,  z, 
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les  coordoiinées  du  point  d'application  d'une  quelconque  des 
forces  données  F,  définie  par  ses  composanles  X,  Y,  Z,  pa- 
rallèles  aux  axes,  et  par  q,  •/],  z„  les  coordonnées  de  ce  mèiue 
point  d'application  par  rapport  à  trois  axes  fixes  dans  Tespace, 
les  foiniuies  d'EuLEK  définiront  les  relations  entre  x,  y,  z,  en 
fonctions  de :  langle  cjj  qui  fait  Taxe  des  x  avec  la  trace  du 
plan  des  ^'q  avec  le  plan  des  xy;  Tangle  (p  de  celte  trace  avec 
l'axe  des  ;;;  Tangle  d  que  les  axes  des  z  et  des  z,  font  entre  eux. 
liCs  équations  d  equilibre  d'un  corps  solide,  étant,  conime  on 
sait, 

l  EX  =  0,    ^Y  =  0,    SZ  =  0, 

^^     (^(Yj:-Z^)-0,    ^(Zx-\z)  =  0,    ^{Xy~Yx)  =  0; 

on  obtient  les  équations  de  condilion  de  Téquilibre  d'un  corps 
solide  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  cjj,  cp  et  O,  en  substi- 
tuant  a  x,  y,  z  leurs  valeurs  en  ç,  v],  ;;.  On  aura  donc 

:i:x  =0,  SY  =0,  !:z  ^o, 

,sx£c=o,  i:x?/=o,  i.xz=o, 

'SYíc  =  0,    lY?/  =  0,    SY2:  =  0, 
SZí»  =  0,    SZ?/  =  0,    ^7.z  =  0. 

Ces  douze  équations  constituent  les  conditions  nécessaires 
pour  Téquilibre  astatique.  Elles  sont  aussi  suffisantes;  car,  si 
elles  sont  remplies  pour  lune  des  positions  du  corps,  elles  le 
seront  pour  toutes  les  autres,  et  Téquilibre  ne  será  pas  troublé 
quand  le  corps  cliange  de  position  dans  lespace. 

2.  Solide  assujelli  k  tourner  aulour  d'un  axe  fixe.  —  Si  Ton 
prend  Taxe  fixe  pour  axe  des  z,  on  aura  0  =  0  et  2  =  ç,  et  Ton 
obtient,  comme  au  précédent  n.",  les  suivantes  équations  d'équi- 
libre 

j         i:x  =  o,  SY  =  o,  sz  =  o, 

(3)  SXz  =  0,    I:Yj:  =  0,    SZíc  =  0,    SZr/^O, 

(       SXíc  +  I:Y2/  =  0,    EX?/-SYaj-0, 

qui  sont  k  la  fois  nécessaires  et  suffisantes. 

3.  La  méthode  directe  que  nous  avons  employé  pour  faire 
la  déduction  des  équations  d'équilibre  astatique  fut  celle  suivie 
par  MõBius;    et  une  identique   méthode,   comme  nous  Tavons 
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dit,  eniploya  M.  Dauuoux,  qui  a  étudié,  spécialement,  le  cas  du 
inouveinent  autour  d'un  axe  fixe,  consideram,  pourtant,  le  pro- 
blèine  d'une  nianiòre  diíléreiítc,  (|iii  Ta  c'<jndiiÍL  iininédiatenient 
ii  oblenir  quelcjuos  reniaíqiiables  conclusioiís,  conime  nous 
allons  voir.  De  la  luanière,  dont  Daniel  da  Silva  a  obtenu  les 
équalions  (2),  nous  dirons  plus  loin,  dans  les  diíFérents  cas  de 
réduction. 

Elanl,  conune  on  sait,  les  six  équalions  (1),  les  équalions 
d'équilibre  dans  la  posilion  acluelle,  supposons  que  lon  im- 
prime au  coi'ps  un  mouvemenl  de  rotalion  co  aulour  de  Taxe 
des  z,  et  chercbons  les  conditions  pour  que  Téquilibre  subsiste, 
en  supposant  le  syslème  raj)porlé  à  trois  axes  rectangulaires 
nuíbiles  avec  le  corps.  Alors,  les  coordonnées  des  poinls  d'ap- 
jjlication  ne  clianj^eiont  pas,  mais  les  composantes  des  forces 
parallèles  a  Oíb  el  O^  scroiit,  dans  la  nouvelie  posilion 

X  cos  CO  +  Y  sen  co,    et    —  X  sen  co  4"  Y  cos  oj ; 

et  les  éíjualions  de  Téquilibre  dans  la  nouvelie  posilion  seront 

SX  cos  CO  +  SY  sen  co  =  O,    I!  (—  X)  sen  co  +  SY  cos  co  =  O, 

IZ  =  O ,    í:  (—  X)  z  sen  co  +  S Yz  cos  co  —  IZ?/  =  O , 

SZaí  —  ZXz  cos  CO  —  L Yz  sen  co  =  O, 

S  (X^  —  Yíc)  cos  CO  +  ^  (Xcc  +  ^y)  sen  03  =  0. 

Les  trois  dernières  de  ces  équalions  prennent  facilement,  la 
forme 

(4)  lXz(l-coso))=0,    EYz(l  — coso3)=0,    (i:Xít;+lY7/)senco=0; 

et,  elles  seront  vérifiées,  ainsi  que  les  trois  premières,  pour 
toute  valeur  de  co,  si  on  ajoute  aux  équalions  (I)  les  trois  sui- 
vanles: 

(5)  SXz-0,    ZYz  =  0,    SXíc  +  SY?/=-0, 

cjui  sonl  à  la  fois  nécessaires  el  suffisanles. 

On  reconnail  que,  si  les  équalions  (4)  sont  verifiées,  quelque 
soit  CO,  exceplé  la  valeur  co  =  7:,  les  équalions  (5)  le  seront  aussi. 
Donc : 

TiikorÈme.  —  Un  corps  qui  est  en  equilibre  dans  cleux  posiliojis 
risullanles  tVun  mouvemenl  de  rotalion  aulour  d'un  axe,  deineure 
nécessairejnent  en  équilibi  e  dans  quelque  aulre  posilion  oblenue  par 
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la  rolation,  a  iitoins  que  ces  deux  poúlions-lh  ne  soient  symítriques 
par  lapport  à  Vaxe  de  rotafion. 

4.  Les  éqnations  (5)  oiit  été  inlerprólécs  par  !M.  Dauboux, 
comme  il  suit.  Sujjposant  qu'au  point  (rapplicaiiou  de  ohaciine 
des  forces  données,  on  fait  agir  une  force  doiit  les  Irois  com- 
posantes  sont  — V,  X,  O,  les  équations  précitées  expriínent, 
conjoiíitenieiit  avec  ^X  =  0,  I!Y  =  0,  que  ces  forces  auxiliares 
se  font  equilibre  sur  le  corps. 

On  peut  donuer  de  ces  forces  une  définition,  Irès-importante 
dans  la  recherche  des  condilions  pour  que  Téquilibre  subsiste 
quand  les  forces  tournent  aulour  d'un  axe  quelconque.  En  re- 
gardant  les  axes  Oa;,  Oy,  Oz  comme  immobiles,  les  forces  tour- 
nent autour  d'axes  parai lèles  à  Oz,  passant  par  leurs  points 
d'appIication,  avec  la  mème  vitesse  angulaire  íd;  et  rextrémilé 
du  vecteur  réprésentatif  de  la  force  X,  V,  /,  aura  pour  vitesse 
a  Tinstant  initial  une  grandeur  géométiique  —  wY,  ojX,  O, 
c'est-a-dire,  será  proportionnelle  a  la  force  auxiliaiie  —  Y,  X,  O, 
appliquée  au  point  x,  y,  z. 

Cette  grandeur  géométrique  peut  ètre  considérée  comme  la 
dérivée  géoniétíiíjue  de  la  force  dans  le  mouvement  considere-, 
alors,  les  équations  (5)  expriment  que  les  dérivées  géométri- 
ques  des  forces  se  font  équilibie  sur  le  corps. 

5.  Si  nous  suposons  que  les  forces  tournent  autour  d'un  axe 
quelconque 

X       y        z 
p~  p"  r' 

aloi's,    les    déiivées    géométiiques   des    forces  X,  Y,  Z  dans  le 
mouvement  considere,  seront  coX',  toY',  coZ',  oíi 

\'-^qZ-r\,     \'  =  r\-pZ,     VJ  =  p\  ~  q\; 

et  Téquilibre  exige  (n"   í)  que  soient  salisfaites  les  équations 

S(Y'2-Z'^/)  =  0,    S(Z'a;-X'2)  =  0,    S  (X'i/- Y'íe)  =  O, 
ou 

i-p  Ç^\y  +  Yí/.z)  +  qY.\y  +  rSXs;  =  O, 

(6)  pLYx -  q  (SXóc  +  SZzj  +  rY.\z  -  O, 

(      pZV.x  +  q^VAj  -  r  (iXíC  +  SYy)  =  0. 

Et,   pour  que  Téquilibre  ait  lieu  dans  le  mouvement  autour 

VoL.  VII  —  N.°  1  2 
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cVuii  axe  quelconque,  c'esl-à-(lire,  dans  toules  les  positions  du 
corps,  il  iaudia  que  les  équations  (6)  soient  salisfailes  pour 
loute  valeiír  de  />,  q,  i\  cc  qui  exige  qiril  soil: 

^\y  =  XYíc  =  SZíc  =  ^7.y  =  ilXz  -  SYz  =  O, 
et 

lX£c-fSY^  =  0,    SXa!  +  i:/z  =  0,    S\>  +  SZz  =  0. 

De  CCS  trois  dernièrcs  éqiialioiís,  oii  déduit 

í:Xíc  =  1V?/  =  ^Zz  =  0. 

Lensemble  des  neuf  équations  ainsi  obtenues  avec  les  trois 
SX  =  1IY  =  1!Z=0,  constilue  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes,  déjii  trouvées  (n°  1),  de  Téquilibre  astatique.  De  ccs 
équations  on  déduit  le  ihéorème  suivant  (Darboux): 

Quand  le  corps  esl  en  equilibre  aslalique,  si  Von  décompose  les 
forces  parallelemenl  a  trois  directions  données  cjuelconques^  on  a 
trois  systhnes  de  forces  paralltles  se  faisant  séparément  equilibre 
dans  toutes  les  positions  du  corps. 

On  reconnait  aussi  qu'il  n'Y  a  pas  en  general  d'axe  jouissant 
de  la  propriété  de  mainlenir  le  coips  en  equilibre  dans  une 
rolation  d'angle  quelconque,  autour  de  cet  axe,  car  les  équa- 
tions (G)  ne  peuvent  pas,  en  general,  étre  satisfaites  par  des 
valeurs  de  p,  q,  r,  diíTérentes  de  zero,  c'est-à-dire,  les  axes  de 
rotation  ne  sont  pas,  en  general,  A^axes  d'équilibre,  ainsi  appelés 
par  MoBius. 


§  II.  —  De  la  réduction  d'un  système  de  forces  toumantes. 

Par  des  considérations  purenient  analytiques  et  suivant  la 
marche  plus  íacile  du  siniple  au  coniposé,  Mõuius,  partant  des 
équations  d'équilibre  (2)  et  (3),  a  étudié  la  réduction  du  sys- 
tème de  forces  primitives  :  à  une  seule  lorce  appliquée  en  un 
point  fixe  du  corps,  point  central  du  système;  à  deux  forces 
appliquées  en  deux  points  quelconc{ues  dune  ligne  invariable 
dans  le  corps,  ligiie  centrale;  à  trois  forces  appliquées  en  trois 
points  quelconques  d'un  plan  fixe  dans  le  corps,  plan  central. 

Poslérieurment,  Daniel  da  Silva,  et  plus  tard,  M.  Darboux, 
ont  étudié  un  mode  plus  general  de  réduction  à  une  resultante 
et  :i  trois  couples,  ou  ii  quatre  forces,  cas  dont  nous  nous 
occuperons  avec  particulière  allenlion. 


ly 


6.  Réduction  a  une  seule  force.  —  Chcrchons,  d'ab()rd,  les 
condilions  de  réduction  à  une  seule  force,  et  soient:  R^,  \\,j,  I\j 
les  coniposantes  de  la  resultante  du  systènie  de  forces;  cco,  yo,  zo 
les  coordonnées  de  son  poitit  dapplication.  On  aura,  dans  le 
cas  du  corps  solide  libre, 

SX?/  =  R^2/o,    ^Yí/  =  Ry?/o,     SZ?/  =  R,7/„, 
SXz  =  R.tZo,     -Yz  =  Rj,zo,     llZz  =  R.zo ; 

et  dans  le  cas  d'un  mouveuient  autour  d'un  axe  fixe,  piis  pour 
axe  des  z, 

R,  =  xx,  r,  =  i:y,  r,-í:z, 

SXz=lU'o.    :CZ;c==R,T,),    SYz  =  R/o,    ::/?/  =  R--/,,, 
!2Xíc  +  S  Y?/  =  R^a?o  +  R,/?/ii ,    S  X  ?/  — 11  Yíc  =  Ra:yo  —  R.vícu  *, 
et  on  trouve,  dans  le  preinier  cas, 

SXíc  ^Y?/  SZz 

n)  """=    vx   '  2/"  =  -vy"'  ^'^^^' 

et 

^Zíc  SZy  SXz       SYz 

'^"^  Ez  '   ^'^^Tz^'   '"^^l!xr^"S^' 

dans  le  second  cas, 
On  aura,  en  outre 


R  =  \/Ç^\f  +  (1Y)2  +  (IZ)2. 

Le  point  (ít'o,  y{),  zo)  dapplication  de  la  seule  force  R  qui 
suffit  à  rendre  le  corps  astatique,  fut  appelé,  par  Mõbius,  point 
central  du  systèine  des  forces  données.  et  dans  le  cas  du  so- 
lide assujelti  a  lourner  autour  d'un  axe  fixe,  il  prend  le  noni  de 
point  central  des  forces  données  relalivement  a  laxe  fixe. 

On  reconnait  que  les  conditions  analytiques  de  réduction  a 
une  seule  force,  sont,  dans  le  cas  du  solide  libre. 

SXa;  _  SYa;  _  SZa;       SX?/  _  SYy  _  SZy 

Tx"  ~  1:^  ~  S/T '    £x" "~  ^Y  ~  sz" 

SXz_  SYz  _  SZz 

^^T  ~  rr "~  ^zT "' 
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et  dans  le  cas  du  solide  assujelli  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe, 

(9)       (IZ  .  Z\x  -  :i:\  .  TAx)  -  (SZ  .  y.\y  -  SY  .  ^Zy)  =  o, 
(  (^Z  .  "^Xij  -  I\  .  ^^Vaj)  -  (SZ  .  lYcc  -  lY  .  SZíc)  =  O ; 

qui  Ton  obtient  par  1'éliminalion  de  a-o,  2/0-  ^o  et  de  Rr,  Ri/,  R.-. 
S'il   s'agit   d'im  svstème   de  forces  parallèles,   de   resultante 
R^SP,  on  aura  Çl) 

*o  ~  v^^^        ZP^'    ^°  ~  llY^  ~  ^í^'    ^°  ~  ^Z  ~  DP  ' 

c'est-à-dire,  íCo,  ^n,  zo,  point  cenli-al,    est  le  centre   des   forces 
parallèles. 

Si  les  forces  du  syslème  sont  toutes  dans  le  plan  des  xy,  on 
aura  Z  =  0,  z^=0,  et  les  équations  de  condilion  (9)  seront  né- 
cessaireinent  remplies.  Dans  ce  cas,  on  obtient  le  point  cen- 
tral au  moven  d'une  construction  géoinélrique  três  simple,  qui 
consiste  a  faire  passer  une  circonférence  par  les  points  d'appli- 
cations  de  deux  des  forces  données  et  de  leur  resultante;  le 
point,  oú  la  circonférence  viendia  couper  la  direction  de  cette 
resultante  des  deux  forces,  será  le  point  central  cberché.  S'il 
V  a  une  troisiènie  force,  on  la  conipose  avec  la  resultante  des 
deux  premières  forces,  et  Ton  obtiendra  le  nouveau  point  cen- 
tral. Cette  construction  fut  obtenue  par  Mõbius  et  aussi  par 
Daniel  da  Silva,  qui  appela  centre  du  syslème  le  point  que 
MoBius  a  nommé  point  central. 

7.  Réc/uclion  a  deux  forces,  c'est-a-(/ire,  récluclion  a  une  force 
el  h  un  couple.  —  Supposant  encore  que  R  est  la  resultante  du 
système  des  forces  données,  a\),  ?/o,  zo  les  coordonnées  de  son 
point  d'application,  et  Ri,  — Ri,  les  deux  forces  du  couple  de 
bras  Kl,  les  équations  (2)  deviendront 

SX=R,,    DY  =  R„    SZ  =  R„ 

^SXí»=R,íro-fRi,./M,  SX?/  =  R,,?/()  +  Ri,vi,  SX2;=R,,.zo+Ri:.-n, 
jIY£c  =  R^o+Rij,/Ji,  SY?/  =  Pv,?/o  +  Ri//i,  SYz=R/o4Riy-i, 
(dZíc  =  R.-íco4-Ri:/íi,    SZ3/  =  R,3/o  +  Ri:</i,    í:Zz=R,zot  Ri.-ri; 

ou  Rx,  Ry,  Rr,   P«ix,  Riy,  Riz>  /'i,  (/i>  '1   sont  les  projeclions  de 
R,  Ri  e  Kl  sur  les  axes  coordonnés. 


(12) 
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Des  équalions  (3),  on  dédiíit 

(II)  {rAx  =  R:Xo-j-ni:pi.     SZ?/=-R-3/o  +  Rl,7,, 

I.\x-\-  SVí/  =  R,,^o  +  R,/?/o  +  Ri,,/n  +  Hi</<7i, 
SX^  —  SYíc  =  R,,.7/o  —  Wi/Xo  +  Ri,<7i  —  ^i,,pi. 

Si  on  elimine  R^,  l\y,  Rz,  Ri^,  Rij/,  Riz,  de  (IO)  et  (11)  viendra 
respectivenient 

^ii;X£c—/>ii;Xr/ —  (^icro  — /»!?/())  SX  =  O, 

(/illVa?  — ;jii;\'?/  —  {qixo  —piyo)  SY  =  O, 

^iSZíc  —pi^V.y  —  (gíXó  —  piyo)  SZ  =-  O, 

/•jIlXíc — pi^Xz  —  (rjíco  —  p\zo)  SX=  O, 

/•iSYoj  —  pjl\z  —{rixo  —  pizo)  SY  =  O, 

rjSZíc  — p\XJ.z  —  {viXQ  —  pizo)  SZ  =  O, 
et 

pi  (zo^X  -  SXz)  +  ^1  (zoSY  -  SYz)  -f 
■f  ;i  Ç::\x  +  SY?/- íTpSX -2/oSY)  =  0, 

(13)  {      pii^Xz- z,y\)  +  cji  (zqZX - SXz)  + 

+  n  (SX?/  -  SY«^  - 2/o^X  +  ccqS Y)  =  O, 

/.,  (y.^A  -  IZ,y)  +  ^1  (1Z.J  -  a-^^Z)  ==  0. 

Du  systènie  (12),  on  trouve  encore 

gi{Z\  .^\x-^\.^\ji)=pi(^Y  .^Xy-^X.^^Yij), 
qi  (SZ  .  ^\x  -  SX .  SZí»)  ^pi  (SZ .  SX?/  -  SX .  SZ?/), 
r,  (SY .  SXíc  -  SX .  ^\x)  =pi  (SY .  SXz  -  SX .  SYz), 
n  (SZ  .  SXíc  -  SX .  SZ«)  =y;i  ( SZ  .  SXz  -  SX .  SZz), 

qui  nous  donne  les  deux  équalions  de  condilion   poui"  la  rédu- 
clion  à  une  íoice  et  ;i  un  couple,  sous  la  foiMue 


(li) 


SX  (SYa; .  SZ?/  -  SZ« .  SYy)  +  SY  (SX?/ .  SZíc - 

—  SZ?/ .  SXíc)  +  SZ  (S Yy .  SX»  —  SXz/ .  SYíc)  =  O, 

SX  (S Yíc  SZz  -  SZíc .  SYz)  +  SY  (SXz .  SZsc  — 

-  SZz .  SXcc)  +  SZ  (S^  z .  SXcc  -  SXz .  SYa^)  =  0. 
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Si  lon  fait 

S,  =  SY.SX5/-SX.SYy, 

S,  =  SY.SXz-SX.SY2, 
et 

T,;  -  SY?/ .  SXcc  -  S\?/ .  S^ >,    T-  =  S Y^ .  SXíc  —  SXz .  :í: Yíc, 


on  aura 


^y  ^z 


c'est-a-dire,  la  grandeur  du  bras  du  couple  K|  dépend  de  la 
valeur  attribuée  l\pi.  Sa  direction  est,  cependant,  indépendante 
de  p\ ,  puisqiie,  en  appelant  m,  w,  p  les  angles  que  Ki  fait  avec 
les  axes,  il  vient 

cos  m  —  — —  , 

o,/ 


Des  équations  (12)  on  tire  encore 

^y     I      VV  ~     \        •^  • 

^0  ~  ^0  "c^  "T  ^^ '     ^0  ~  ''^o  "cT  "■"  "^  ' 

'^x  ^K  ^x  '^x 


ce  qui  exprime  que  le  point  d'application  de  R  est  un  point 
quelconque  de  la  droite 

^x         ^x  ^x         ^x 

parallèle  a  Taxe  du  couple.   Cette  ligne  invariable  du  corps  a 
reçu  le  noni  de  ligne  cenlrale  du  système. 

Les  composanies  R^.,  R,/,  R-,  Ri,,  Riy,  Rj-,  sont  déterminées, 
dans  le  cas  du  solide  libre,  par  les  équations 

R,=sx,  R2/=i:y,  r.-sz, 

SYíB-íCoSX     „         SYíc-íCoSY     „        SZcc-apSZ 

Ria;= ^^ — ,    Ri,/  = ,    Riz  = -• 

pi  Pi  Pi 
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La  résultanle  et  Ic  couplc  íonnent  un  système  equivalem  à 
deux  forces  appliquées  à  deux  points  de  la  ligne  ccntrale,  Pune 
appHquée  à  (Xq,  y^,  Zq),  et  resultante  de  R  et  — \\\,  c'est-ii-dire, 
de  composantes  H,; — R),,  R,/— llj^,  R^  —  Ri-,  et  Tautie  l\i  ap- 
pliquée  à  {Xq-\- pi,  ^Q  +  qi,  Zq  +  'O- 

Les  équations  de  condition  (13)  expriment  que,  dans  le  cas 
du  solide  assujetli  à  un  axe  fixe,  pourrant  se  donner  arbitraire- 
nient  deux  des  coordonnées  du  point  (rapplication  de  Ia  resul- 
tante avec  Tune  des  projections  du  bras  du  couple.  Si  on  eli- 
mine entre  ces  trois  équation  les  valeurs  ^i,  ^i,  /i,  ou  obtient 

(15)       A  (^0^  +  //0-)  +  Bi/020  +  Cxozo  +  D^o  +  Ei/,,  -  Fzo  +  G  =  O , 

oú  les  coefficients  A,  R,  C,  D,  E,  F,  sont  des  fonctions  entières 
des  élénients  connus  li^X,  ^Y,  i^Z,  SXcc,  ilY^/,  II/2,  ilYíc,  ^Yy, 
SY2,  SZa;,  ^Zy. 

De  léquation  (15)  on  conclut  que  le  point  d'application  de 
la  resultante  est  un  point  quelconque  de  la  surface  du  second 
ordre,  de  révolution,  dont  Téquation  est 

( I G)        A  («2  +  yi)  -f  \i^z  -f  Cxz  +  Bx  +  E?/  -  Fz  H-  G  =  0. 

Puisqu'on  peut  prendre  arbitrairenient  une  des  projections 
/^ii  (Ji,  ?1,  du  bras  du  couple,  si  on  fait  coincider  une  des  ex- 
tréiuités  de  ce  bras  avec  le  point  xo,  7/0,  zo,  les  coordonnées 
íCi,  ?/i,  zi,  de  Tautre  extrémité  seront  données  par 

pi  =  xi—xo,    qi==yi—yQ,    /■i  =  zi  — zo; 

et,  eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (13),  on  vé- 
rifie  que  X{,  2/1,  zi  est  aussi  un  point  de  la  surface  définie  par 
l'équation  (16),  c'est-à-dire,  on  vérifie  que  le  bras  du  couple 
est  tout  entier  sur  cette  surface  qui  ne  peut  étre  qu'un  liyper- 
boloide  h  une  nappe  et  de  révolution. 

Les  composantes  Ri,,,  Rj^,  Ri^  sont  déterminées  par 

_SXz-z^  SYz-z^SY  y7.x-x^/. 

*»!x 1        í*t)/ )        í^t; • 

n  q\.  '1 

Au  système  donné  on  peut  substituer  deux  forces  dont  les 
points  d'application  seront,  dans  toutes  les  positions  du  corps, 
sur  Pune  quelconque,  des  g;énératrices  de  rhyperboloide. 

Cas  particulieis :   Si   les  forces   du  systèuie   sjnt   coniplanes, 
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supposant  le  plan  des  forces  parallèle  au  plan  des  xy,  est 
Z  =  0;  alors  les  équations  de  condition  (H)  sont  toujours  sa- 
tisfaites. 

Si  IlX  =  SY  =  0,  c'est-à-diie,  ú  R  est  parallèle  a  Taxe  des  z, 
on  aura  A  =  B  =  C  =  F  =  0,  et  la  surface  (16)  se  réduit  à  un 
plan  parallèle  au  plan  des  xy. 

8.  Réducíion  h  un  couple.  —  Si  SX  ==  IlY  =  SZ  =  O,  les  équa- 
tions (12)  et  (13)  donnent  respectivement  les  conditions  analy- 
tiques  de  réductionj  définies  par 


(H) 
et 

(18) 


SXíc  _  SYíc  _  SZx       SXaj  _  SYíc  _  SZa; 
SX^  ~  liY ?/ ~  SZ^'     SXÍ""  SY^"~  fZz^' 


CZXx  +  ^Y^)  {^\z^27aj  -  SYziZíc)  - 

{^\y  -  IlYíc)  {^\z£:/aj  +  SX^V/íc)  =  G  =  0. 


Si  les  équations  (17)  sont  satisfaites,  on  peut  prendre  arbi- 
trairement  l'une  des  projections  pi  du  bias  du  couple,  et  les 
deux  autres  sont  déterniinées  par 

SXw  SXz 

^*=^^^X^'    ''^^^^-vxar- 

La  direction  du  bras  du  couple  est  définie  par 

SXa; 


cos  m 


cos  n 


v/(SXoc)2H-(SX3/)2  +  (SXz/^' 

SXz 


v/(2Xa.)H-tSX?/)M-(SXa;)^^' 
et  Hl  est  détcrniinée  par 


SXa;      „         SYí»      ,,  SZt 

R,,== ,    R,^= ,    H],=- 

p\  pi  pi 
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Dans  le  cas  des  oondilioiís  (IB),  on  aura 

_      ^Xz  (SXa;  +  S  Y.y)  -  SYz  (SX.y  -  SYa;) 

SYz  (SXa;  +  SY?/)  +  ^Kz  (XXy  -  ^Yx) 
^i_ri  (I:Xzy^4-(SYz)2 

C«í  particulier:  Dans  le  cas  ofi  les  forces  du  systènie  sont 
parallèles  et  X;Fí  =  0,  les  conditions  (17)  sont  toujours  remplies. 

9.  Réduction  a  Irois  forces,  cest-a-dire,  réduction  a  une  force 
et  à  deux  couples.  —  Si  Tune  des  conditions  (17)  n'est  pas  rem- 
plie,  le  systènie  des  forces  données  est  équivalent  à  une  force  R 
appliquée  au  point  (a?Q,  ?/q,  Zq),  et  a  deux  couples  (Ri,  —Ri)  et 
(Ra,  —  R2),  de  bras  pi,  ^1,  n,  /j^,  ^2,  'a,  et  Ton  aura 

/  SX-R,,    SY  =  R,/,    SZ-H„ 

SXír  =  R^o  +  Ri,/)i  +  R2x/'2,    SYíc  =  R^x^  +  ^UjPi  +  R2j,/>á, 
SZa?  =  R;a'o  +  R  i.-/;i  +  R2,-/^2, 
(19)/  SX 3/  =  R,yo  +  Ri.x?i  +  R3x^-2,    SY?/  =  R.j^o  +  í^i^yi  +  ^^^^ 

S^Ly  =  Py.y^  -f  Ri,^i  +  R2:qi . 

SXz  =  \V,Zq  +-  R  1^7-1  +  R2,r2 ,     SYz  =  R^z,,  +  Ri^ri  +  R2/-2, 
SZz=U,Zo  +  Ri,ri  +  R-i,-r2. 

L'élimination  de  R^,  Rj,,  Rz,  Rix^  Rji/i  Rizi  Rlc  R2i/>  Râr.  si 
Ton  fait 

í^  =  g^r-2  —  /i^í,    í»  =  >iP'2  —pir-i,    w  =piq'i  —  g\pi, 

s  =  uxo  +  vy{)  +  wzu, 

U  =  SX  (SZzS  Y?/  -  ^Yz^Zt/)  +  SY  (SZ^^SXz  - 

-  SZ2SX3/)  +  SZ  (^Yz^X?/  -  SY?/SX2), 

V  =  SX  (^YzSZa;  -  ^Zz^Ya;)  +  SY  (SZz^Xa;  - 

-  SZíclXz)  +  SZ  (^YficSXz  -  SYz^XíB), 

w  =  sx  (SYa^sz?/  -  :i:zxS  Y?/)  +  sy  {i.y.x^\y  - 

-  SZ^^Xo;)  +  ^Z  (SY?/SXa;  -  SYícSX?/), 

S  =  ^\x  (^ZzSYj/  -  X  Yz^lZ.v)  +  SYíc  (^Zy^ilXz  - 

-  ^Zz^\y)  +  SZx  (X  YzSXj/  -  SY^XXz) , 

VOL.  VII  —  N.o  1  2# 
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dunnera 

s        S '      s        S  '      s        S  * 

et,  en  choisissant  arbitrairemeiít  ícq,  J/o,  pi,  qi,  p^,  q-2,  on  deter- 
mine 20i  '1,  '2,  pi»i'  les  équations 

S—  Uro  —  V  wo 

zo  =  - 


?1  = 


W 

W 

j".-)  =  —  • — í — 

-  W        ' 

ce  qui  exprime  que  le  point  d'applicalion  de  la  resultante  est 
un  point  quelconque  d'un  plan  fixe  dans  le  corps,  nommé  par 
MuBius  plaji  central  du  syslhne,  defini  par 

\]x^Ny  ]-  W2  =  S, 

plan  auquel  les  bras  des  deux  couples  devront  ètre  parallèles. 

Des  équations  (19)  on  déduit  les  valeurs  de  Ri  et  de  R-2  en 
fonction  de  p\,,  qi,  rj,  pi,  q-i,  r-i  et  de  xq,  yo,  zq. 

La  resultante  et  les  deux  couples  sont  équivalents  a  trois 
forces  áppliquées  à  trois  points  quelconques  du  plan  central ; 
les  composantes  et  les  coordonnées  des  points  d'application  de 
ces  forces  sont 

R.-Ht.-Ri-,    R,-Ri,-H5„    R,  — Ri;-R.2,,    a-o,    yo,    20, 
Uj^.,    Ri,/,    Kl-,    xa  +  pi,    yoi-qi,    zo  +  ''i> 
Rio    Ra^v   Riv-,   xo+P'2,   yo-\-q-i,   zo  +  rs. 

10.  Cas  oú  chacune  des  trois  forces  R,  Ri,  R^  est  perpendi- 
culaire  aux  deux  autres,  et  oú  les  deux  bras  K|,  K2  des  deux 
couples  (Ri,  —Ri),  (Râ,  — Ra)  sont  aussi  perpendiculaires  entre 
eux.  —  Dans  ces  conditions,  Ton  aura 


(20) 


R^R.2.,+  Rj,R2^+RzRá:  =  0, 


piP'2  +  qiq-2  -l-/i'-2  =  0. 


Si  dans  les  «Jcux  preniières  de  ces  équallons  on  substitue 
R^,  Ry,  R;,  Rix,  Ri,/,  Ri-,  R-2a;,  R21/,  R2,-  par  les  valeurs  tirées  des 
équalions  (19)  on  aura 

1^"~        (SX)2  +  (SY)2-f-(^Z)2       ' 

SXSXy  +  SYSYy  +  ^Z^/y 

(.-'U        |2/o—        (SX)^  +  (SY)2  +  (SZ)'^ 

I  s  -  UjgQ  -  Vj^o  _  SX  SXz  -[-  SY  SYz  +  SZ  SZz 

P'-'~  W"     '     ~       (SX)»  +  (SYj2  +  (SZ)'^       • 

Si  on  fait  la  déconiposition  des  forces  du  système  suivant  la 
direction  de  R,  on  irouve  que  l'une,  quelconque,  de  ces  com- 
posantes  est  donnée  par 

X  i:x  +  Y  SY + y-  sz 

(i:x/^  +  (SY)-2+(Vz/2'  ■ 

el  les  coordonnées  du  cenlre  du  système  de  forces  parallèles, 
airisi  obtenu,  donnent  les  valeurs  a-o,  yo,  Zo  des  équalions  (21). 
Le  point  xo,  ^0,  2(i,  ainsi  considere,  a  reçu  le  nom  de  ce7i(re 
du  plan  central.  Si  Ton  prend  ce  point  pour  origine  des  coor- 
données et  le  plan  central  pour  plan  des  xy,  supposant,  en 
outre,  que  les  bras  des  deux  couples  sont  dans  ce  mème  plan, 
el  quils  sont  toujours  perpendiculaires  entre  eux,  nous  allons 

déterminer  les  angles  w  et  ^  +  w  qu'ils  forment  avec  l'axe  des  x. 

Comme  nous  supposons  que  Rj  et  R2  sont  perpendiculaires 
entre  eux,  si  Ton  substitue  R|^,  Ri^,  Rir,  Rsx,  ^2^,  ^2.-,  dans  la 
troisième  des  équalions  (20),  par  leurs  valeurs  obtenues  conime 
nous  avons  dit  au  précédent  n.",  puisque  a?o  =  ?/o  =  zo  =  O,  il 
vicndra 

pm  +  qipt    .^XxSX  V  +  ^Yx^Yy  +  SZícSZ^)  - 

pipi  r(SXi«)^+ (SYa;)H (SZa;)^]  +  g^g,  [(^Xy)H (SYy)2+ (SZy)^]  _  ^ , 

{pig^-gipif 
et,  comme  il  est, 

^i=^itangtó,    g2  =  —p2Cotu, 
on  trouve 

^  _(SXa;)2  4-(SYx-)'''  +  (SZa.)'^-(SX3/)2-(SY^)«-^Z^ 

^'"^  y.Xx^Xy  +  y.YxT.Yy  +  I^Zx^Ay 
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qui  déteiniine  Ics  deux  directions  u  et  -^-\-u  des  deux  bras  des 
couples. 

Si,  par  le  centre  du  plan  central,  on  mène  deux  droites  pa- 
rallèlement  à  ces  directions,  ou  aura  les  ligues  centrales  du  plan 
central. 

11.  Thêorhne  de  Minding.  —  Supposons  le  système  rapporté 
à  Irois  axes  rectangulaires  entrainés  avec  le  corps,  ou,  ce  qui 
vaul  la  niéme  cliose,  supposons  que  le  corps  reste  fixe,  les 
forces  changcant  de  direction  de  manière  à  conserver  les  nièmes 
angles  entre  elles,  et  avec  trois  plans  coordonnés  mobiles  dans 
Tespace ;  si  nous  prenons  le  centre  du  plan  central  comme  ori- 
gine des  coordonnces  pour  les  trois  axes  fixes  dans  le  corps, 
et  les  deux  ligues  centrales  pour  axe  des  x  et  des  y,  ou  aura 

«o  =  yo  =  ZQ  =  0 ;    ^,  =  ;i  =  O ;    />2  =  n  =  O ; 

les  valeurs  de  Ri^,  Ri^,  Ri^,  R2a;>  Ray»  Rár,  serout 

SXcB  SYa.  SZ.T 

Rla;  = >      "11/= '      tilz  = 1 

Pi  Pi  Pi 

YXy  ZYy  YíLy 

qi  q-i  qi 

et   les   composautes  G^,  Gy,  G^   du  monient   résultant  de   ces 
deux  couples  (Ri,  — Ri),  (R2,  — R2)  auront  les  valeurs 

G:p  =  — Ra-^á,    G2,  =  Ri-^i,    Gr  =  R2x^2  — Ri)//'i. 

Cherchant,  maintenant,  quelle  doit  étre  la  position  de  Taxe 
central  pour  que  le  couple  minimum  K  soit  nul,  ou  pour  que 
le  système  des  forces  données  se  réduise  à  une  resultante  unique, 
on  trouve  que  les  équations  de  Taxe  central  prennent  la  forme 

R/-R,y  =  G,--?^,    R.a^'-Rxy  =  G,-^, 

R-K 


R^y-R,íc'  =  G 


R    ' 

oú  x\  if ,  J  sont  les  coordonnces  de  Tun  quelconque  des  points 
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de  Taxe  central,  et  ou  Ton  doit  faire  K  =  0.  II  viendra  dono 

R,iz'  -  R-y  =  G,  =  -  \\-2zq-2,    K,£c'  -  R,y  =  Gy  =  Ri,-/;i , 
R ,?/'  —  l\yx'  =  G-  =  \hjfj2  —  R 1  v/'i ; 

ces  trois  équations  se  réduisent  h  deux,  puisque  Tinvariant 

R,G,f  R^G^  +  R,G, 

esl  niil. 

II  faul  aussi  reinarqucr  que,  puisque  les  li^ois  forces  R,  Ri,  Ro 

sont  loujours   perpendiculaires  enlre  elles,  de  la  valeur  de  K 

donnée  par 

„       R,G,-^R,Gy  +  R-G- 
K  = ^^ = 

qi  (RzR2«  -  n,R2,)+py  (RyRiz  -  R,Ri,) 
R  ' 

on  trouve 

K=;.iR2.^-^,R,,— . 

Si  dans  les  équations  de  Taxe  central,  on  fait  d'abord  «'  =  0, 
on  aura 

R , z'  =  —  Ri ,pj ,     R ,?/'  =z.  R2  ,<jr2  —  Ri ,^/Ji ; 

carrant  ces  deux  équations,   divisant  la  preniière  par  jwi-Ri',  la 
seconde  par  /?i"-Ri-  —  ^á^R-2^,  et  ajoutant,  on  trouve 


R2 


y' 


Pi^  (Ri/  -f  Ri,2)  -  2/,iy-2Ri.R„  +  ^-2*  (^  - ^)  R-2« 
^  /^2Ri2-^-2R?  • 

Ayant   égard   a    la    valeur  de   K  que  nous  avons  trouve,    et 
qu'on  a 

-r)  +Ír7)  +(17)  ='•   (r7)  +Ir7)  +(r7'  ='• 

on  trouve 


f>l2Rl2-72%2    '    ^j2Rj"2         I^í 
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Si  on  avail  fait  y'  =  0,  on  aurait  trouvé 


1 


Ces  deux  équalions  représentent  respectivement  une  ellipse 
et  une  hyperbole  situées  daus  les  plans  des  yz  el  des  xz, 
c'est-h-dire,  dans  deux  plans  nienés  par  les  deux  lignes  cen- 
irales  perpendiculairement  au  plan  central,  appellés  plans  mi- 
lieux  du  systcme.  Le  centre  comnium  des  deux  courbes  est  le 
centre  du  plan  central  et  les  foyers  de  Tune  coincident  avec  les 
somniets  de  lautre.  L'axe  des  z  coincide  avec  le  grand  axe  de 
Tellipse  et  avec  Taxe  réel  de  Thyperbole.  D'oíi,  le  thcorème: 

Lorsque  les  forces  qui  sollicitent  un  corps  solide  conservent  dans 
toutes  les  positions  du  corps  les  viêrnes  inlensités,  les  mcmes  dire- 
ctions  el  les  mêmes  points  d' application ;  dans  toutes  les  positions 
oú  le  systhne  des  forces  peut  être  remplacé  par  une  resultante  uni- 
que,  la  direction  de  cette  resultante  rencontrera  toujours  dans  le 
corps  une  méme  ellipse  et  une  même  hyperbole  qui  ont  pour  centre 
commun  le  centre  du  plan  central,  et  qui  sont  situées  dans  les  deux 
plans  milieux  du  systhne,  perpendiculaires  entre  eux  et  au  plan 
central,  le  sommet  de  Vune  de  ces  deux  courbes  coincidant  avec  le 
foyer  de  Vautre, 

12.  Réduction  a  deux  couples.  —  Si  dans  les  équations  (19), 
on  fait  H  =  0,  il  viendra 

U  =  V  =  W  =  O ; 

et  supposant  que  Torigine  coincide  avec  le  centre  du  plan  cen- 
tral, et  que  ce  plan  coincide  avec  le  plan  des  xy,  on  aura 
£Co  =  ^0  =  zo  ===  O  et  S^O,  et  il  viendra 

u  _  SXí/SYz  — SXzSY^/ 
liõ  ~  SXícSY^  — SXícSYíc' 

V        SXzSYaj-SXífSYz 


10       I>\z^Yy-y.\y^Yx' 

U  V  U  V 

De  ces  dernières  équations,  on  conclut  que  les  bras  des  cou- 
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pies  doivent  ètre  parallèles  au  plan 

X  (^X?/^ Vz  -  )L\z£.\y)  +  y  (ilXzSYa;  —  SX£pS^  2)  -j- 
+  z  [^\x)i.\y  —  '^\y^\x)  -  O ; 

et  qui  restent  coniplèteincnt  arbitraires  leur  grandeur  et  leur 
direction  dans  le  plan. 

Dans  le  cas  du  solide  assujelli  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  le  syslèine  des  foices  données  peut  ètre  remplacé  par  deux 
couples,  si  la  eondition  G  =  O  de  réquation  (18)  n'est  pas  sa- 
tisfaite,  quand  il  est  R  =  0.  On  aura  alors 

SXíc  +  ^\y  =  Ri,,./;i  +  Ki/yi  +  Ih.pi  +  Rm^' 

HXíf!  —  IlVíC  =  Wixqi  —  P^lyPi  +  Rl//â  —  l^2,y/'2. 

SXz  =  Ri^?-i  +  R2.tr2,    SYz=:Ri^?i  +  R2/-2, 

S/.»  =  R  i  :IH   f  K::p2 ,     ^/?/  =  R !  .-^  1  +  Rá.-«/-2 , 

d'ou   Ton  vérilie  que  les  directions  et  les  grandeurs  des  deux 
bras  des  couples  peuvent  ètre  prises  arbitrairement. 

Dans  les  deux  cas,  on  determine  facilement  les  composantes 
des  forces  Ri  et  R2  des  couples. 

13.  Réduction  a  (róis  couples  irréduclibles.  —  Si  R  =  0,  sans 
que  la  eondition  S  =  0  soit  salisfaite,  le  systèine  peut  èlre  rem- 
placé par  trois  couples  (Hi,  —Ri),  (R2,  —  R2),  (R3,  —  R3).  Alors, 
toutes  les  projeclions  pi,  q{,  rj ,  /)2,  ^-2,  ^2,  ^3,  ^3,  n  et,  pai'  con- 
séquent,  les  directions  et  les  longueurs  des  bras  des  couples, 
peuvent  èlre  prises  arbitrairement.  Les  composantes  des  forces 
des  couples  sont  déterminées  par  les  équations 

SXíC  =  Rl,,/Ji  +  R2,,/>2  +  Rs./^S ,     SX?/  =  Ri,.^|  +  R2,,^2  +  R3,»^y3 , 

SX2=:R,,7-i  +  R..,r2  +  R3x.'-3, 

S  Yíc  ==  R  iypi  +  R-),,//^2  +  R3///>3 ,     S  ¥?/  =  R  i/y  1  +  Rá//2  +  Rs^^a , 

VYz=R,yH-RV2  +  R3,/-3, 

YJ.X  =  R|,-/>1  +  R2:j»2  +  R3-/>3 ,      SZ?/  =  Rj^^J  +  R^.^á  +  RS;'/» , 

SZZ  =  Ri-/-l  +  R2z'-2  +  R3z'-3. 

14.  Réduction  d'un  syslème  de  forces  à  une  resultante  et  a  trois 
couples,  ou  a  quatre  forces.  —  Mobius  a  étudié,  par  la  méfliode 
analytique,  les  cas  de  réduction  indiques  dans  les  n."*  anté- 
rieurs,  en  paitant,  comnie  nous  avons  vu,  des  équations  d'équi- 
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libre  (2)  et  (3).  Ea  supposant  que  quelques-unes  de  ces  équa- 
lions  n'élaient  pas  satisfaites,  il  a  cherché  d'introduire  dans  le 
système  une  ou  plusieurs  forces,  qui,  composées  avec  le  sys- 
tènie  des  forces  primitives,  fassent  que  le  corps  soit  en  equi- 
libre dans  toutes  ses  positions.  Ces  nouvelles  forces,  conservant, 
dans  toutes  les  positions  du  corps,  les  mémes  intensités,  les 
mêmes  direclions,  et  les  mènies  points  d'app!ication,  et  faisant 
equilibre  aux  forces  du  système  primitif,  forment  un  système 
équivalent  à  celui-ci,  lorsqu'on  les  suppose  appliquées  en  sens 
contraire  aux  mènies  points  d'application.  Considérant  succes- 
sivement  que,  pour  rétablir  l'équilibre,  il  suffit  d'ajouter  une, 
deux  ou  trois  forces,  au  système  des  forces  primitives,  Momus  a 
obtenu  les  conditions  analyliques  énumérées  dans  les  n."**  6  a  13. 

Damel  da  Silva,  traitant  le  problème  au  point  de  vue  de  la 
rotation  des  forces,  fut  conduit  à  considérer  (§  189)  la  rédu- 
ction  du  svstème  des  forces  primitives  à  une  resultante  R,  tour- 
nant  autour  d'un  point  O  arbitrairement  choisi,  et  a  un  groupe 
de  couples  qui,  en  general,  se  réduisent  à  trois  couples,  resul- 
tante et  couples  qui  se  réduisent  encore:  à  une  force  R  et  a 
deux  couples  (§§  85  et  suivants)  si  le  point  O  est  le  centre  du 
système,  (point  central  de  Mobius);  et  a  trois  couples  irrédu- 
ctibles  si  R  =  0  (§§  153  et  suivants). 

Les  autres  cas  plus  simples  de  réduction  que  nous  avons 
déjà  presentes,  et  ceux  d'équilibre,  sont  traités  par  Damel  da 
Silva  comme  des  corollaires  de  la  proposition  plus  générale 
de  réduction,  énoncée  ci-dessus. 

Le  cas  de  réduclion  du  système  des  forces  primitives  à  une 
resultante  et  à  trois  couples  a  eté  aussi  étudié  plus  tard  par 
M.  Dauboux  que  lui  a  donné  le  plus  grand  relief  et  impor- 
tance,  constituant  la  base  essentielle  de  son  mémoire,  dans 
leque!,  en  effet,  il  presente  de  très-remarquables  points  de  vue 
du  problème  qu'il  convient  enregistrer. 

Pour  faire  la  réduction  d'un  système  quelconque  de  forces 
tournantes,  les  deux  géomèlres  (Damel  da  Silva,  §§  54  et  sui- 
vants-, Darboux,  §  Illj  transportent  les  forces  parallèlement  a 
elles-mèmes  "a  un  point  quelconque  O  arbitrairement  cboisi. 
Alors,  chacune  des  forces  tournantes  F  est  equivalente  a  une 
force  égale  F  tournant  autour  du  point  O,  et  à  un  couple  de 
force  F;  et  le  système  est,  donc,  équivalent  à  une  resultante 
générale  R  tournant  autour  du  point  O  et  à  un  groupe  de 
couples. 

Et,  considérant  trois  axes  quelconques  Ox,  Oy,  Oz  menés 
par  ce  point  O,  chacun  des  couples  de  force  F  (X,  Y,  /)  ap- 
pliquée  au  point  x,  y,  z  peut  ètre  remplacé :  ou  par  trois  auti'es 
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couples  de  mèuie  force  F  et  dont  les  bras  seront  les  projections 
X,  y,  z  du  bras  du  couple  siir  les  axes;  ou  par  Irois  couples 
de  forces  X,  Y,  Z,  et  dont  les  bras  sont  en  general  divergents. 

Si  Ton  adniet,  inaintenant,  qu'on  peut  niulliplier  le  bras  du 
couple  par  un  nombre  quelconcpie,  positif  ou  negalif,  à  la  con- 
dition  de  diviser  la  force  par  ce  mènie  nombre,  —  opération 
qui  ne  íait  cbanger  ni  le  moment,  ni  le  plan,  ni  le  sens  de  ro- 
lalion  du  couple,  quelle  que  soit  la  direction  des  forces  du 
couple  (*) — ■,  on  pourra  remplacer  le  couple  de  bras  x  el  de 
force  F  par  un  couple  de  bias  1  et  de  force  Vx.  Les  conq^o- 
santes  de  cette  force  seront  Xcc,  Ya?,  'Lx\  et  en  coniposant  lous 
les  couples  semblables  auxquelles  donneraient  naissance  toutes 
les  forces  du  système,  on  aura  un  couple  unique  de  bras  égal 
à  1  dirige  suivant  Occ,  et  de  force  EFo;  dont  les  coniposantes 
seront  X!\íp,  EYít,  Y.'Lx.  On  aura,  de  mènie,  un  couple  de  bras  I 
íliiigc  suivant  O?/,  et  de  force  iFv  dont  les  coniposantes  se- 
ront SXy,  SY^y,  S/z/,  et  un  couple  de  bras  l  suivant  Oz,  et 
dont  la  force  IIFz  aura  pour  coniposantes  SXz,  S\2,  SZz. 

On  obtiendiait,  identiquenient,  la  réduction  à  une  resultante 
et  à  trois  couples  de  lorces  X!X,  SY,  HZ,  et  de  bras,  en  ge- 
neral, tous  divergents. 

Coninie  on  reconnailra  facilenient,  la  resultante  R  et  les  trois 
couples  de  forces  EFa;,  — F?/,  — Fz,  et  de  bras  égaux  à  I,  diriges 
suivant  Oíc,  Oy,  O2,  donnent  une  interpreta tion  géoniétrique 
très-siniple  des  douze  quantités  qui  sont  les  premieis  niembres 
des  équations  (2)  de  Téquilibie  astatique. 

Pour  léquilibre  astatique,  il  faut  cjue  la  resultante  générale 
et  les  trois  couples  soient  nuls. 

Le  système  est  aussi  équivalent  à  quatre  forces  appliquées 
en  quatre  points  quelconques,  A,  B,  C,  D,  soniniets  d'un  te- 
traèdre.  En  eííet,  on  peut  réduire  le  système  \\  une  force  appii- 
quée  en  A  et  à  trois  couples  de  bras  diriges  suivant  AB,  AC, 
AD,  et  égaux  à  1 ;  et  en  multipliant  les  bras  par  des  nombres 
convenablemenl  choisis,  on  peut  les  aniener  a  étre  égaux  à  AB, 
AC,  AD.  Ainsi  les  trois  couples  auront  une  de  leurs  forces  en 
B,  C,  D,  et  les  autres  en  A,  qu'on  pourra  y  composer  avec  la 
resultante  générale;  et  le  système  será  réduit  à  quatre  forces 
appliquées  aux  points  A,  B,  C,  D,  (Darboux). 


(')  Cette  opération  et  le  remplac3meut  cFiiu  couple  de  bras  d'iine  gran- 
deur  quelconque  par  un  couple  de  bras  1,  employés  par  M.  Darbolx,  a 
permis  à  ce  géomètre  de  remplacer  lu  force  de  chaque  couple  par  une 
autre  force  de  grandeur  égale  au  nioinent  inasimmn  du  niême  couple. 
Coinme  on  le  verra,  cette  note  est  trèo-importante. 

VoL.  VII  —  N.°  1  3 
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Le  problèine  de  la  réduclion  et  de  Ia  transíonnalion  d'un 
svsleme  de  forces  tournantes  dans  lespace  a  été  éludié  par 
Damel  da  Silva  d'une  manière  Irès-minutieuse  et  três  complete, 
Ainsi,  il  a  considere  séparétnent  les  propriétés  d'un  système  de 
couples  dont  les  bras  sont  lous  parallèles  a  un  plan  donné 
et  dont  les  forces  sont  aussi  parallèles  à  un  autre  plan  (§§  56 
et  suivants),  et  celles  d'iin  svstènie  de  couples  dont  les  bi'as  et 
les  forces  ont  des  directions  quelconques  dans  Tespace  (§§  153 
et  suivants).  Dans  les  deux  cas,  il  a  fait  la  réduction:  soit,  ame- 
nant  les  bras  des  couples  à  ètre  parallèles  aux  axes  coordon- 
nés,  —  unique  manière  adoplée,  dans  son  travai!,  par  M.  Dar- 
Boux  qui,  cVailleurs  conune  nous  avons  dit,  faisait  tous  les  bras 
égaux  a  1  —  •,  soit,  amenant  les  forces  des  couples  à  être  pa- 
rallèles aux  mèmes  axes,  —  manière  préférée  par  Daniel  da 
Silva  pour  arriver  aux  très-remarquables  piopositions  qui  se 
renconlrent  dans  son  mémoire.  Le  premier  cas  se  rapporte  aux 
systèmes  ou  il  y  a  resultante;  et  le  second,  évidemment  de 
plus  g^rande  généralité,  ii  ceux  oíi  la  resultante  générale  est 
nulle.  Dans  ce  dernier  cas,  on  vérilie  que,  si  les  forces  de 
deux  des  trois  couples  résullants  sont  parallèles  entre  elles,  en 
composant  ces  forces  et  leurs  opposées,  les  couples  respectifs 
seront  réduits  à  un  seul  couple,  équivalant,  donc,  le  système 
donné  à  deux  couples:  si  toutes  les  forces  des  trois  couples 
sont  parallèles  entre  elles,  leur  resultante  et  celle  des  forces 
opposées  constilueront  un  seul  couple. 

De  mème  (n."  18),  le  système  des  forces  données  est  réduit 
à  deux  couples,  à  un  couple,  ou  est  en  equilibre  astatique, 
suivant  les  cas  oú  ils  sont  nuls,  un  seul  des  niomenls  máxima 
des  trois  couples  résultants,  deux  de  ces  moments,  ou  les  trois, 
la  grandeur  de  ces  moments  élant,  comme  nous  avons  vu,  celle 
des  forces  des  couples  de  bras  égal  a  1. 

Évidemment,  aussi,  si  le  bras  d'un  des  couples  résultants  est 
dans  le  plan  des  autres  deux  bras  Oíc,  O^,  on  pourra  décom- 
poscr  ce  couple  en  deux  autres  de  bras  suivant  Oíc,  O^;  et 
composant,  maintenant,  les  couples  de  bras  diriges  suivant  Ox 
et  les  couples  de  bras  diriges  suivant  O?/,  on  aura  en  general, 
deux  couples  équivalents  aux  ti"ois  couples  résullants. 

Encore,  si  les  forces  des  Irois  couples  sont  toutes  parallèles 
;i  un  plan,  on  aura  le  premier  cas,  dont  nous  avons  parle 
ci-dessus,  cas  ou  le  système  de  couples  se  réduit  à  deux  cou- 
ples-, mais  il  peut  arriver  qu'un  de  ces  couples  ou  les  deux 
soient  zero,  cas  ou  le  système  será  réduit,  ou  à  une  force  et  à 
un  couple,  ou  à  une  seule  force,  ou  à  un  couple,  ou  à  Téqui- 
libre  s'il  est  lèvo  la  valcur  de  la  résullanle. 
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§  III.  —  De  la  réduction  en  un  point  determine,  quand  le 
système  des  trois  axes  rectang-ulaires  O.r,  O//,  Oz,  est 
amené  à  prendre  toutes  les  directions  possibles  dans  l'es- 
pace.  EUipsoide  de  réduction  de  Uanikl  da  Sh.va.  EUi- 
psoide  central  de  M.  Darboux. 

15.  Méthode  Daniel  da  Silva.  —  Supposant  que  les  axes  sont 
rectangulaires,  et  qu'on  veut  réduire  le  svstèine  à  une  force 
passant  a  rorigine  O,  et  \\  trois  couples  de  forces  i2X,  SY,  SZ, 
dirigées  suivant  ces  axes  Oa?,  Oy,  Oz,  les  formules  qui  don- 
nent  les  directions  des  bras  in,  m\  vi" ,  des  trois  couples,  et  les 
moments  máxima  correspondants  Ai,  Bj,  C|,  seront: 

Al  =  i/(SXa.f-  +  {^\yf  ^^ZXzf' ; 
(22^  J     Bi=l/(SYxf  +  (SYyy^+(SY.y^; 

C,  =.  v/'^^Z^]H="(^^FTÍSZ^ ; 
wSX-=Ar,    7«SY  =  Bi;    m"SZ  =  d  ; 
et 


(23) 


Si  Ton  fait  amener  le  système  d'axes  rectangulaires  à  une 
autre  posilion  Ox' ,  Oy' ,  Oz',  et  Ton  fait  une  décomposition 
semblable,  les  grandeurs  des  moments  máxima  A'i,  B'i,  C'i  des 
trois  couples  résultants,  de  forces  SX',  SY',  ^Z',  seront 

A'i  ==  v/(?X'x-')'^  +  (Sxyj"^  +  (SXV)^  ; 


SXíc 

cos  mx  =  -— — : 
Al 

cos  my  = 

Al    ' 

SXz 
cos  7nz  =     - — 
Al 

^\x 

cosw'y=  --    -  ; 

cos  m'y  — 

bT' 

SYz 

cos  ??i'z  =  — 

Bi 

SZíc 

cos  m'x=  -r^      \ 
Cl 

cos  m"y-^ 

^Zy 

g7"' 

cos  m  'z  =    - — , 
Gi 

(24)  B'i  =  [/{^\'x'f  +  {y.Y'y'f^  +  (SYVj^ ; 


Cl  =  \/  Ç^'/Jx'f  +  (^y^'yT  +  (SZ'2')2 ; 

et  les  directions  des  bras  7/ii,  m'\,  m"i,  seront  déterminées  par 
des  formules  qui  donnent,  comine  ci-dessus,  les  cosinus  des 
angles  qu'ils  font  avec  les  nouvcaux  axes. 


:l(; 


Pour  obtenir  toules  ces  formules,  on  devia  supposer  réunies 
ii  Torigiiie  O,  les  extrémités  de  lous  les  bras  auxquelles  cor- 
rcspondent  les  coniposanles  tolales  négalives.  On  vérifie  facile- 
iiienl  qu'elles  ne  cliangenl  pas  quand  on  déplaoe  les  deux  sys- 
lènies  d'axes  parallèlenienl  ;i  eiix-nièmes. 

Cela  pose,  si  niainlenant,  ;i  parlir  du  point  O,  lon  marque 
sur  les  directions  de  chacun  des  bras  ?«,  m' ,  m" ,  nii,  7??'i,  m"i, 
des  grandeurs  qui  représenlenl  géomélriquement  les  moments 
máxima  Aj,  Bi,  Ci,  A'i,  iVi,  C'i,  nous  allons  démontrer  que 
tous  les  systèmes  de  vecleurs  Ai,  Bi,  Ci,  A'i,  B'i,  C'i,  ele, 
(|ue  l'on  oblient  (piand  on  mène  les  axes  Oa;,  O?/,  Oz,  à  prendre 
loutes  les  direelions  possibles  dans  Tespace,  constiluent  lous 
les  systèmes  de  semi-diamèlres  conjugues  du   mème  ellipsoide. 

En  eflei,  si  Ton  fait  les  projeclions  de  A'i,  B'i,  C'i  sur  les 
axes  Ox,  Ot/,  Oz,  désignant  par  «,  ò,  c,  a',  b\  c\  a" ,  b'\  c',  les 
cosinus  des  angles  que  Oíc',  Oy\  Oz' ,  fonl  avec  Oa;,  Oi/,  Oz,  et 
ayant  égard  aux  relalions  bien  connues  x  =  ax' -\- a'y' -\- a"z' , 
ele.,  on  obliendra,  pour  les  piojeclions  de  A'i 


cc; 


(25)     VicosA'ia;-:2X'£c;    Â'i  cos  A'i?/-SY'ík-,    A'i  cos  A'dZ=SZ 

et  des  formules  semblables  seiaienl  oblenues    pour  les  proje- 
clions de  B'i  et  de  C'i. 
En  vertu  des  relalions 

X'  =  a  X  +  ^  Y  +  c  Z, 

Y'  =  «'  X  +  <^'  Y  +  Í-'  Z, 
Z'  =  a"\  4-  Ij"Y  +  c"Z, 

les  équations  (25)  deviennent 

!A'i  cos  A'ia:;  =  a^\x  -{-  b—Yx  -{-  c^Y.x; 
A'i  cos  A'i^  =  «SX?/  +  ò^Yt/  +  íSZ?y, 
A',  cos  A'iz  =  «iXz  +  ^-Vz  +  Í-SZ2  ; 

et  Ton  oblient  des  formules  semblables  pour  B'i  et  C'i,  (*) 


(')  Daniel  da  Silva  a  considere  ff,  a',  o'',  6,  b\  6",  c,  c',  c'',  comme  les 
cosinus  des  angles  de  Ox\  Oy\  Oz'  avec  Ox,  Oy,  Oz.  Comme  Fon  verra,  la 
niodification  que  nous  avons  présentó,  permet  vériíior  la  maniòre,  comme 
on  peut  passei-  des  cooidonuées  de  rellipsoide  de  réduction  pour  celles  de 
rellipsoide  central. 


On  troiive  aussi 

A'i2co.s2A'ia;+B',2cos2B',cc  +  C',2cos2C'iíc-(SXcc)2  + 
i  +  (SY£c)2+(SZíc)2=Ai2cos"^Aicc+Bi2cos2li,íc+Ci2coh2Cia!, 
,^..         A'i2cos2A',?/+B',^cos2B',3/  +  C'i2cos2C',3/  =  {í:X3/)2  + 
'^-'^  ^  +  (SY?/)2+(V/?/)2==A,2cos'^A|?/  +  Bí2cos2Bi?/  +  Ci2cos2Ciy, 

AV- cos2A'iz  +  BV-cos2  B'i2;  + Cincos*  C'iz  =  (SXz)2 + 
[+(SV2)"^-1  (^/2)2==Ai2cos2A,z  +  Bi2cos2B,z+Ci'^cos2Ciz; 

ces  équations  exprinient  que  sont  constantes  les  soinmes  des  pro- 
jections  d'un  systènie  quelconque  de  trois  vecteurs  A'i,  B'i,  Cj 
sur  cliacun  des  trois  axes  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy,  Oz. 
Des  équations  (2ò)  et  (26),  on  déduit 

1A'i-  cos  A'ia;  cos  A'ij/  +  Fí'í^  cos  B'ia;  cos  B'i7/  -|- 
+  Cincos  Cixcos  G'ijy  =^  const., 
A'i'^  cos  A'ia?  cos  A'iZ  +  B'i'  cos  B'iíc  cos  B'j2!  -[- 
4"  CV"  cos  cyja?cos  (^iz  =  const., 

A'i2  cos  A'iy  cos  A'iz  +  B'i2  cos  B'i?/  cos  B',z  + 
-|-  CV''  cos  C'i?/  cos  Cjz  —  const. ; 

donc,  pour  un  système  quelconque  de  vecteurs  A'i,  B'i,  C'i, 
sont  constantes  les  soninies  qui  constituent  les  preniiers  nieni- 
brcs  des  équations  (28). 

Si  nous  supposons  que  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  coíncident  avec 
les  senii-axes  A,  B,  C  d'un  cllipsoide  dont  les  semi  diamèlres 
conjugues  soient  A'i,  B'i,  C'i,  on  aura,  coninie  on  sait 

í  A'^  =  A V"  cos2  A',íc  +  Ji',2  ,.os2  B'iaj+  C',^  cos^  C'i£C, 

(29)  B2  =  A'|2  cos2  A'i?/  +  B'i2  cos^  B'i?/  +  Ci^  cos^  C'i?y, 
(  CJ  =  A'r^  cos^  A',z  +  B'i2  cos2  B'iz  +  Ci^  cos"2  C\z ; 

et 

A'i2  cos  A'i,«  cos  A'ir/  +  B'i2  cos  B'iíc  cos  B'j^  + 

(30)  +C'i2cosC'ia-(yi^=0. 


Et,  coinme  nous  avons  vu  que  ces  sonimes  sont  constantes, 
pour  tous  systèmes  de  vecieuis  A'j,  B'i,  C/i,  A"i,  B"i,  C"i,  etc., 
on  reconnait  que  ceux-ci  constituent  tous  les  systèmes  de  seni- 
diamètres  conjuj^ués  d'un  ellipsoide  de  semi-axes  A,  B,  C,  qui 
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fut  nommé  par  Damel  da  Silva,  ellipsouh  de  rêduclion  du  point  O. 
Donc 

Les  díiecdons  des  bras  de  (ous  ies  systèmes  êquivalenls  de  Irois 
çouples  de  forces  tournanies  sont  les  syslèmes  de  semi-diamètres  con- 
jugues d'un  mhne  elHpsdide,  et  les  grandeurs  de  ces  senn-diamkies 
reprêsenlenl  les  momenls  máxima  des  couples  correspondanls. 

On  determine  la  f;rai)(leur  et  la  direction  des  trois  semi- 
dianièties  conjugues  Ai,  lii,  Ci,  et,  par  conséquent,  la  dire- 
ction et  le  sens  des  bras  des  trois  couples  résultants  corres- 
pondanls, et  leurs  momenls  máxima,  marquant  sur  Ox,  Oy,  Oz, 
à  partir  de  Torigine  O,  dans  les  sens  indique  par  les  signes 
respectifs,  les  grandeurs  SXcc,  ^X?/,  SXz,  qui,  considérées  comme 
des  coordonnées  du  moment  Ai,  donnent 

(IX;xf  +  (SX?/)2  +  (SXz)-2  =  A,'^ ; 
SXíc=  Al  cos  Aia:;    EXy-=  Ai  cos  Aiy;    SXz  =  Ai  cos  A12;; 

et,  de  nième  ce  seraient  SYíc,  SY?/,  SYz;  les  coordonnées  de 
Bi,  et  llZx,  SZy,  SZ3,  celles  de  Ci' ('). 

Daniel  da  Silva  appelle  mo7nents  principaux,  les  monients 
máxima  A,  B,  C,  relatifs  aux  semi-axes  de  Tellipsoide  de  ré- 
duction;  et  axes  principaux  les  axes  coordonnés  qui  coincident 
respeclivcment  avec  les  directions  A,  B,  C.  Etant,  comme  cela, 
nous  allons  oblenir  les  grandeurs  des  momenls  máxima  A'i, 
lí'i,  C'i  relalifs  à  une  position  quelconque,  en  fonclion  des 
moments  principaux. 

Des  équations  (26),  il  vient 

A'i2  =  «2A  i2  +  ^,ÍBi2  +  c^Cl' + 

^'^^^  ^  +  'lac  (í:\.tSZíc  +  IlXvXZy  +  l^XzSZz)  + 

+  lhe  (lYícSZíc  ^  í:yÍ/i:z?/  +  syzSZz), 


et,  ayant  égard  aux  équations  (23),  on  aura 

(32) 

et  des  équations  semblables  pour  B'i,  C'i 


A'i2  =  fl2Ai2  +  ^2Bi2  4-  ^2c,2  -f  2aMiBi  cos  AiBi  + 
+  2aí'AiCi  cos  Al  Cl  +2MiiCi  cosBiCi, 


(*)  Daniel  ua  Silva  considere  ces  coordonnées,  comme  des  forces,  dont 
les  resultantes  respectives  donnent  Aj,  Bj,  Cj. 
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Si  nous  supposons,  maintenant,  que  les  valeurs  Ai,  Bi,  Ci, 
sont  les  momenls  principaux,  il  viendra 

(33)  i  HV  ^  «'"^  A-^  +  i'2  B--^  +  c-'2  C\ 

CV-  =  «"-'AS  +  0"^'^  +  r'''^;^. 

Pai"  les  équations  (33),  on  a  les  relations  (Mitre  les  moments 
máxima,  rélatifs  ]\  une  configuralion  quelcoiique,  et  les  mo- 
ments principaux.  Les  équations  (32)  donnenl  les  valeurs  des 
moments  máxima  dans  une  configuralion,  que  Ton  ait  obtenue, 
par  une  rotation  des  forces  de  la  posilion  Ox,  Oi/,  Oz  pour 
une  autre  Ox',  Oy',  Oz'. 

16.  Mét/iode  Darboux.  —  Supposons  qu'on  a  fait  la  réduction 
du  svstème  à  une  resultante  passant  à  Torigine  O  et  à  trois 
couples  de  bras  diriges  suivant  les  axes  rectangulaires  Oa;, 
O^,  Oz;  et  imaginons  qn'on  veuille  obtenir  la  réduction  par 
rapport  à  des  axes  Ox',  Oy' ,  Oz'  faisant  avec  Ox,  Oy,  Oz,  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  a,  b,  c,  a! ,  b  ,  c' ,  a" ,  b'' ,  c". 

Le  couple  de  force  SFx  et  de  bras  1,  dirige  suivant  Ox, 
donnera  un  couple  de  mème  foice  et  de  bras  a  sur  Ox' ,  ou  un 
couple  de  bras  I  et  de  force  u^Vx.  Les  trois  couples  primitifs 
donneront  donc  suivant  Ox'  trois  couples  de  bras  l  et  de  íoices 
o^Fx,  b^Vy,  cSFz,  équivalents  a  un  couple  unique  de  bras  í  et 
de  force  ^Fx'  dont  les  composantes  seront 

í  :^\x'  =  a^\x-^bl.\y+c'^\z, 

(3  i )  SYíc'  =  fi:£.\x  -{-  bl.\y  +  cy\z, 

(  ^7.x'  -  o^^./.x  +  b^ZVAj  +  fSZ2. 

On  aurait  de  mème,  les  composantes  des  forces  SF?/',  ^Fz  , 
des  couples  de  bras  1  diriges  suivant  Oy'  et  Oz';  et  lemar- 
quant  que  ces  couples  de  bras  ^)x',  Oy' ,  Oz'  ne  dépendent  que 
de  la  direction  de  Ox' ,  Oy',  Oz' ,  on  aura  la  grandeur  de  la 
force  SFíc'  par  la  formule 

(^Fx'y^  =  a2  [(^\xY  +  (Sy.t)2 + {y.7.xy-]  + 

+  b-^  [QlXyf  +  (^Y^)2  +  (^2Zyy']  +  c^  [(^^Xzy^t  C-^Yz)'  +  (i^/^s)"]  + 
+  2ab  {^\x^\y  +  ^Yíc^Y?/  +  ^Zx'£.'/jj)  + 
+  2ac  (^\x^\z  +  XYít-SYz  +  ^'/.xZV.z)  + 
+  Ibc  \y.\y)L\z  +  í:yi/í:yz  +  r/.y^Zz), 
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(  +  2^6-  (^\i/^\z  -f  SY//í:Y2;+  SZ?/EZ2r). 
Et,  consideram,  mainlenant,  la  surface  définie  par  réquation 

x'''{ZVxf-\-7/(L{-y)'--}rZ^:L¥z)^  +  2xi/(...)  +  2xz{...)  +  2uz(...)=í 

ou 

(36)  «X-'  +  ai/  +  a"z2  +  2,3?/z  -f  2,3'a-2  +  2,3"a??/  =  I , 

ou  a,  a',  a",  ,3,  ,T,  p'  representem  les  valeurs  correspondanles, 

supposant  que  par  O,  on  fait   passer  un  vecleur  rj  =  — — j,  et 

que  £C,  2/,  z  sont  les  coordonnées  de  son  extrémité,   on  recon- 
nait  que  la  force  du  couple  de  bras  diiigé  suivant  un  rayon  de 
la  surface  í36)  est  égale  à  Tinverse  de  ce  rayon. 
L'équation  (30),  qu'on  peut  écrire 

(a-SXa?  +  yZ\7j  +  zSXs)^  +  (xZ\x  +  3/S  Y^  +  zZYzf  + 
4  {x^V.x  +  yZVAj  +  z^ZV.zf  =  1 , 

represente,  en  general,  un  ellipsoíde,  que  IM.  Dauuoux  a  jioninié 
ellipsdide  central  riu  point  O;  il  represente  géométriquenient  la 
variation  des  forces  dcs  couples  dont  les  bras  sont  diriges  sui- 
vant ses  rayons. 

Si  Ton  cbeicbe,  niaintcnant,  le  systènie  d'axes  rectangulaires 
determine  par  la  condilion  dètre  perpendiculaires  entre  elles, 
les  forces  des  Irois  couples,  reniarquant  que  les  équations  (34) 
et  semblables,  donnent  les  coniposantes  de  ces  forces  suivant 
les  trois  axes  et  éciivant  les  conditions  de  perpendiculaiité 
entre  I!Fa',  — F?/',  SFz',  on  reconnait  que  les  directions  de  Ox' , 
()?/',  Oz'  doivent  ètre  celles  des  axes  de  1'ellipsoide  central,  et 
qu'il  V  a,  en  general,  une  seule  solution  du  problènie,  à  nioins 
que  rellipsoide  central  ne  soit  de  révolufion,  cas  oíi  il  y  aura 
une  infinilé  de  solutions. 

Les  directions  des  forces  des  couples  pour  cliaque  point  O 
sont  celles  des  noi'males  au  second  ellipsdiíle  central  de  IM,  Dar- 
Roux,  aux  points  ou  il  est  renconiré  par  les  bi-as  Ox' ,  Oy',  Oz' 
de  ces  couples,  ellipsoíde  que  nous  allons  déterniiner,  cn  sup- 
posant  que   les  axes  coordonnés    sont   les  axes    de  rellipsoide 
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central,  et  que  I'on  ait  amené,  par  une  rotation  du  corps,  les 
forces  ^Vx,  -K?/,  -F2  des  trois  couples,  à  ètre  diriges  suivant 
les  axes.  On  aura,  alors, 

I.Xy  =  ^l\z  --=  Z\x  =  lYz  =  iZa?  =  il/.y  =  O  ; 
et 

(31)  x^  {^\xf  +  y^  {ZYijf  +  z2  (^v/^^y2  _  1 , 

será  Téquation  de  rellipsoíde  central.  Les  équations  (34)  de- 
viennent 

formules  qui  exprimént  que  la  direclion  de  la  force  — Fíc'  est 
celle  de  la  normale  n  Tellipsoide  cherché 

íc^XXí»  +  2/--Y?/  +  z^^'lz  =  1 , 

au  point  ou  il  est  rencontré  par  le  bras  Ox'  du  couple. 

Considérant  un  autre  ellipsoide,  troisiéme  ellipsoide  central  de 
IM.  Darboux,  defini  par  Téqualion 

Ç)  O)  C) 

x^        ^        y-  z' 


{^\xf  ^   [YXyf     '     (SZí:)2 

on  reconnait  que  les  coordonnées  cci  =  SXa?' =  «SXa?,  y^^^ 
=  EYx'  =  ^I!Yy,  zi  =  SZcc' =  cSZz,  des  extrémilés  des  vecíeurs 
menés  par  Torigine  et  égales  aux  forces  des  couples  satisíont  à 
cette  équation.  Donc  : 

Lei  directions  des  forces  de  Irois  couples  quelconques  de  bras  re- 
clangulaires  sont  toujours  Irais  dtamètres  conjugues  de  ce  iroisième 
ellipsoide. 

17.  Le  premier  ellipsoide,  qui,  de  nième  que  Tellipsoide  de 
réduclion  de  Daniel  da  Silva,  est  indépendant  de  Torientation 
qu'on  peut  donner  au  système  des  forces,  jouit  un  role  prima- 
lial  dans  Téiude  faile  par  M.  Darboux,  qui  Ta  considere  en  tous 
les  cas  de  réduclion  des  systènies.  Daniel  da  Silva  qui,  sans 
doute,  a  Thonneur  d'èlre  le  premier  qu'a  introduit,  dans  cette 
étude,  la  notion  d'un  ellipsoide,  analogue  à  celui  que  Pon  ren- 
contré dans  la  tliéorie  des  momenls  d'inertie,  et  pas  M.  Dauroux, 
conime  celui-ci  supposait,  le  déduit  et  lappliqua  dans  Tétude 
des  systèmes  ou  la  resultante  générale  des  forces  est  nulle. 

Pour  faciliter  la  comparaison  entre  les  deux  ellipsoides,  qui 
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Ton  a  obtenu  par  des  manières  dislinctes  de  réduetion,  —  ma- 
nières  employées  les  deux,  cependant,  pour  Ia  preniière  lois, 
par  Damel  da  Silva — ,  nous  allons  écrire,  en  cadre,  les  éléments 
qui  renlrent  dans  leurs  équalions,  el  établir  quelqucs  relalions 
entre  les  coordoniiés  respeclives. 

Ellipsdide  de  réduetion:  trois  couples  de  forces  SX,  SY,  SZ, 
suivant  les  axes,  el  de  bras  m,  m\  m", 

Moments  máxima  Composaiites  suivant  les  axes 

conespoiídants :  Ox,         Oj/,         Oz, 

Ai,  í:Xcc,    SXy,    SXz, 

Bi,  SYíc,    SYr/,    SY2, 

Cl.  SZíc,    S/.3/,    SZz. 

EUipsdide  central:  Irois  couples  de  bras  1  suivant  les  axes,  et 
de  forces  HFx*,  SF3/,  SF2;. 

Forces,  ou  moments  Composantes  suivant  les  axes 

máxima  concspondants:  0^,         Oy,         Oz: 

!CFír,  Y.\x,    lIYoc,    SZa?, 

SF^,  SX.y,    SY^,    v/3,^ 

EFz.  :cxz,  í:yz,  í:z2. 

11  est  évidemment 


/équation  (31)  exprime,  de  même  que  celle  (35),  que  le  nio- 
it  maximum  du  couple  dirieé  suivant  Oíc'  est  é^al  à  Tinverse 


L' 

ment  maximum  du  couple  dirige  suivant  Oíc'  est  égal  à  Tinverse 
du  rayon  correspondam  de  Tellipsoide  defini  par  Téquation 

A,2ír«  -h  B,'V  +  C,  V  +  Ixy  (^XíclYa;  +  ^^\y'^\y  +  ^iXzSYz)  + 

+  2?/z  (XYcrXZíc  +  ^'Sy^V.y  +  ^Yz^Zz)  =  I , 

que  lOn  pcut  écrire 

,„„,       (     (írilXr +  2/SYa;  + 2lZí..)2  + (3-^X2/  + t/SY7/  +  zSZ7/)2  + 
^'^"^       l.f(írSXz  +  3^^Vz  +  zSZz)2:^  1. 

On  a  encore 

A'i2  +  B V  +  CV^  ^  (SFí.'}^  f  (^^1^)2  +  (VFz'j2. 
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Si  Ton  suppose  que  les  axes  0.r,  Oy,  Oz  sont  parallèles  aux 
bras  cies  coiiples  résullants  princi|)aux,  e'esl-à-dire,  supposant 
que  Ton  ait  amené,  par  une  lolalion  couvenahie  du  coips,  les 
forces  il\,  ^V,  SZ,  à  èlre  diriges  suivanl  les  bras  des  trois  cou- 
ples,  que  nous  supposons  aussi  étre  diriges  suivant  les  semi- 
axes  A,  B,  C  de  Tellipsoide  de  réduclion,  on  aura 

SX?/  =  XXz  =  SV.X-  =  SYz  =  XZíc  =  SZy  =  O ; 

et,  de  Téqualion  (38),  il  viendra 

(37  a)  x'  ÇÍXxf-  +  if  [^\yf  +  z'  CZV.zf  ==  I  , 

que  c'est  Téquation  (37)  trouvée  par  M.  Darroux. 

Puisqu'il  est,  dans  ce  cas  A=SXa7,  B=SYt/,  C  =  2Z0,  on  aura 

A%2  +  \>,Y'  +  C-z^  -  I , 

équalion  qui  est  aussi  une  conséquence  des  équalions  (33). 

De  Téquation  (37  a)  a  déduit  M.  Dai. boux,  coinme  nous  avons 
vu,  celles  du  second  et  du  Iroisième  ellipsoide  central. 


§  IV.  —  Conditions  géométriques  et  analytiques  de  réduction 
d'un  système  de  forces  tournantes,  ou  à  trois  couples,  ou 
à  deux  couples,  ou  à  un  couple,  ou  à  Téquilibre  astatique. 

18.  Daniel  da  Silva  a  etabli  la  condition  géométrique  pour 
la  réduction  des  syslènies  ofi  est  nulle  la  resultante  générale 
des  forces,  cberchant  le  volume  V  du  parallèlipipède,  dont  les 
arètes  contigiies  sont  Ai,  Bi,  Ci,  et  exprimant  qu'il  est  V  =  0, 
dans  les  cas  de  réduclion  à  deux  couples,  à  vin  couple,  et  en- 
core dans  le  cas  de  léquilibre  asialique. 

En  eflet,  les  trois  couples  résultants  principaux  sont  rédu- 
ctibles  dans  les  cas  suivants:  quand  une  quelconque  des  trois 
valeurs  Ai,  Bi,  Ci,  est  nulle:  quand  deux  de  ces  vecteurs  coin- 
cident  en  direction;  quand  les  trois  vecteurs  déterminent  un 
plan.  Dans  ce  dernier  cas,  le  système  será  réduit  a  deux  cou- 
ples, puisqu'on  pourra  décomposer  un  des  trois  couples  résul- 
tants en  deux  autres,  dont  les  bras  soient  diriges  suivant  les 
bras  des  autres  deux  couples  résultants. 

Désignant  V  le  volume  du  parallèlipipède  d'arètes  Ai,  Bi,  Ci, 
H  son  hauteur  et  ^  Tangle  de  H  avec  Ai,  dans  ces  trois  cas  de 
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rcduclion,  il  será 

V  =  B,Ci .  sen  RiCi .  H  =  AiliiCi .  sen  BiCi .  cos  6  -, 
el,  puisquil  est 


cos  Ha; 


cos  liiy  cos  CiZ  —  cos  Biz  cos  dy 

sen  Bi  Cl 
cos  ?n'i/  cos  in"z  —  cos  7n'z  cos  tn"i/ 


cos  H^  = 


íen  mm' 
cos  BiZ  cos  Ciíc  —  cos  Bia?  cos  Ciz 


sen  BiCi 


'c 


COS  Hz 


cos  ;m  z  cos  m  X —  cos  mx  cos  m  z 

sen  m'vi" 
cos  B)£Ccos  Ciy  —  cos  Bi?/ cos  Cia? 

sen  Bi  Cl 
cos  m'x  cos  m"y  —  cos  m'y  cos  m"x 


en  tenant  compte  des  équations  (23),  et  faisant  V  =  0,  on  aura 


(39) 


SXo;  SX?/  SXz 
SYíc  SY?/  SYz 
HZíe    rz?/    — Zz 


=  0. 


Celte  équation  exprime  analytiquement  la  condilion  pour  que 
le  système  des  forces  oíi  R  =  0,  soit  réduit,  ou  à  deux  couples, 
ou  à  un  couple,  ou  il  soit  en  equilibre  astatique.  Si  Téípiation 
(39)  ne  se  vérifie  pas  dans  un  syslènie  donné  d'axes  de  rédu- 
ction,  les  Irois  couples  correspondanls  ne  sont  plus  réduclibles, 
et  la  mème  équation  ne  se  vérifiera  pas  dans  un  autre  syslènie 
quelconque  d'axes  de  réduclion. 

Pour  que  le  système  soit  réduit  à  deux  couples,  il  faudra 
que  Pune  des  Irois  conditions  suivantes  soit  verifiée: 


(il) 


\  iXíc  -  ^\y  =  í:Xz  =  O  •,    ^\x  =  SYiy  =  EY^  =  O  ; 

j  y:/.x  =  ii/Aj  =  zzz  =  0. 


Le  système  será  réduit  a  un  couple,  si  deux  des  conditions 
(40)  sont  véi^ifiées. 

ÍSi  toutes  les  équations  (40)  sont  satisfaitcs,  le  système  será 
en  equilibre  en  toule  orientalion,  et  réciproquement. 
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Si  aucuii  (les  irois  inomcnls  máxima  A|,  iii,  Ci,  n'est  zero, 
mais  si  deux  de  ces  vecleurs  coincident  en  directioii,  les  trois 
couples  résullants  sont  réduits  \\  deux  couples,  et  Tune  des 
condilions  suivantes  será  vériíiée: 


(41) 


Si  deux  de  ces  dernières  condilions  sont  vérifiées,  Ia  troi- 
siènie  será  une  conséquence  des  autres  deux  condilions;  donc, 
le  syslème  será  réduit  à  un  couple. 

Le  syslème  será  i"éduit  encore  à  deux  couples  si  les  trois 
bras  des  trois  couples  résultanls  sont  lous  dans  le  mème  plan, 
comme  nous  avons  dit,  c'est-;i-dire,  si  est  satisíiule  léquation 
(39),  et  aucune  des  condilions  (40)  el  (4  1).  II  será  réduit  ;i  un 
couple  si  sont  satisfaites  Pune  des  condilions  (40)  et  Tune  des 
condilions  (41),  mais  combinant  respeclivement  la  première  (40) 
avec  la  iroisième  (41),  la  deuxième  (40)  avec  la  deuxième  (41), 
et  la  troisième  (40)  avec  la  première  (41). 

Remarquons  que  Téqualion  (39)  est  le  resultai  S  =  0,  obtenu 
par  MoBius  (n.°  12);  et  que  les  équalions  (40)  et  (4  í)  sont  les 
équations  (17)  Irou  vês  aussi  par  ce  géomètre. 

(A  suivre.) 


SUR  UNE  COURBE  TRANSCENDANTE 


PAR 


VlRGINIO  ReTALI 

à  Milan 


1.  La  courbe  transcendanle  considerée  receniment  par  M.  Du- 
RÁN-LoniGA  dans  ce  Recueil  (*)  et  que  j'api)elerai  T'  peut  s'oblenir 
en  tranformant  par  affinilé  la  Iraclrice  ífHuyghens,  et  par  suite 
des  proprielées  bien  connues  de  cette  dernière  courbe,  décou- 
lent  naturellemenl  celles  de  V . 

En  appliquant  la  transfornialion 


T 

X^^-\-~~  COS  Ô 


('>  .   í 


q 


ou  k  esl  le  paramèlre  de  la  tractrice  et 


/4  —  cos^  e 

h  Téquation  de  la  tractrice,  rapportée  à  Tasymptote  et  la  tan- 
gente cuspidale,  on  obtient  une  courbe  To  dont  Téquation  a 
nième  forme  que  celle  de  J''  rapportée  aux  axes  obliques  definis 
par  les  équations 

l  £c  =  X  +  Y  cos  b 


(2) 


?/  =  Y  sin  6  \ 


(í)  Vol.  VI,  n»  3,  p.  105-105.  Voir  aussi:  F.  Gomks  Teixeika^  Traiti  des 
courbes  ífpécialee,  etc,  Coimbre,  l'JOi);  t.  ii,  p.  23, 


le  produit  de  la  transformalion  (I)  avec 

l  ^  =  a;'  —  ?/  cot  6 
(3)  ' 

in verse  de  (2),  est 

(4) 


r^  —  ?/  eosee 


Ô 


x  =  x'  —  —  cot  6 .  y 

^       (j  '  sin  6  -^  ' 

et,  par  cette  dernière,  de  la  tjaclrice  on  doit  donc  obtenir  la 
courbe  V  En  eflet  Téquation  de  la  tractrice 


±x  =  \/k^  -  y^  +  /í-  log  t-^^.-zt 


transformée  par  Taffinité  (4)  devient 


et  passant  aux  axes  obliques  avec  (2)  on  obtient 


2.  Lorsque  les  coordonnées  rectangulaires  des  points  de 
deux  systèmes  plans  placés  Tun  sur  Tautre  sont  liées  par  les 
relations 

deux  ponctuelles  corréspondantes  sont  semblables,  deux  points 
unis  sont  n  Tinfini  et  le  troisième  est  Tintersection  des  droites 

(a-  l)íc4-|Í?/  +  Y  =  0, 
mais  si 

«-1  3  Y 


les  deux  systèmes  ont  pour  elements  unis  louts  les  poiais  de 
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la  droite 

(6)  (a-|)cc-f.3^-f-,'  =  0 

et  le  poitit  à  Pinfini  de  la  droi'e 

O)  ^y  =  {^'-\)x; 

autremenl  dit:  la  di'oite  (6)  est  Taxe  d'affinité  et  les  droites  qui 
joignent  des  couples  de  points  coriespondants  sont  parallèles 
a  la  droite  (7).  Dans  notre  cas 

a;'  =  a;  +  -^- .  cos  b  .y 

les  condilions  (5)  sont  verifiées,  Taxe  daffinité  pst  ?/ =  CH  le 
coefficient  angulaire  des  droites  qui  unissent  dcux  points  ho- 
mologues est 

tíí  'j>  = T  (^  sni  o  —  A  ) 

^  fycosÔ^'^  ^ 

et  le  module  daffinilé  (rapport  de  deux  segmenls  et  de  deux 
aires  homologues) 

fi'  =  j~  sin  d . 

3.  L'axe  d'affinité,  étant  asymptote  de  la  tractrice,  est  aussi 
asymptote  de  la  courbe  F';  le  point  homologue  de  (O,  X:),  re- 
broussement  de  la  tractrice,  est  le  rebroussement  de  V;  ses 
coordonnées  rectangulaires  sont  donc : 

íc'  =  ~-  cos  6  ,      y'  =  (/  shi  6  , 
et  celles  obliques 

X  =  —  ^  cos  6  ,     Y  =  y. 

On  obtient  immédiatement  la  tangente  de  V  a  un  point  aibi- 
traire  V  car  les  tangentes  a  V,  P',  en  deux  points  homologues, 
vont  concourir  sur  1  asymptote.  L'aire  S'  comprise  entre  Ia 
courbe  et  son  asymptote  est  le  produit  avec  le  module  de 
l*aire   correspondante   de  la  tractrice,   et  comme   la  valeur  de 
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cette  dernière  aire  est  -^rl^  (V.  p.  ex.  Gomes  Teixeira,  loe.  cit., 
|).  21)  noiís  avons 


4.   Appelons  B  et  C  (fig.  1)  les   projeclions  de  deux  poinls 
correspondants  P,  P'  sur  Taxe  des  abscisses,    soit  T    un  point 


B  O       T A        B        CA'    B'   O» 

Fig.  1  Fig.  2 

arbitraire  de  cet  axe,  menous  fordonnée  P'A  parallèle  à  OY  et 
posons  PT  =  X:;  nous  avons: 


PA 


7i/ 


1 


,     2Mi  =  kC:=      qycosd 

k  ri 


AT=  2^/3/ ^^ose+v//^2_  3^2 


1    .^rr' 


(P'A^  +  AT'  -f-  TF'-)  =  P'A^  +  AT'  -  P'A  .  AT  cos  Ô  , 


et,  substituam  en  cette  dernière  a  P'A  et  AT  leurs  valeurs,  on 
obtient  après  réduction. 

Si  PT  est  tangente  li  la  tractrice  en  son  point  arbitraire  P,  la 
droite  P'T  loucbe  V  au  point  P',  mais  PT  est  constante  (et  égale 
a  k)  dono  la  somnie  des  carrés  des  còtés  du  iriangie  P'AT  est 
aussi  constante  et  égale  à  2/'.  Cest  la  proprielée  qui  caracté- 
rise,  suivant  M.  Loriga,  la  courbe  V . 

5.    Soient  PQ,  P'Q'  (fig.    2)   deux  ares  correspondants   des 
VoL.  vil  —  N.°  1  -i 


50 


courbes  T,  f:  appelons  B,  B'  les  projections  respectives  de  P, 
Q  sur  i'axe  des  abscisses;  C,  C  celles  de  P',  Q';  soít  S  Taire  PQB'B 
comprise  enlre  Tare  PQ  de  la  tractrice,  les  ordohnées  des  ex- 
tremitées  PB  =  r/o-  QB'  =  yi,  et  rasymptote:  Taire  correspon- 
danle  P'Q'B'B  est  S'  =  |3'S  et  si  Toii  mène  les  ordonnées  P'A, 
Q'A'  parallèles  a  OY,  la  valcur  de  Taire  P'Q'A'A  est 

U  =  i3'S  +  (P'AB)-(Q'A'B'); 

appelant  (p  1'angle  P'BC  =  Q'B'C  et  observaiit  que  cot  6  =  2  cot  cp 
nous  avons : 


aire  (P'AB)  =  ^  yo'  ^'"t  ^  =  JJ^yo'  «i»  2Ô 


T 


aire  (Q'A'B')  =  ^  r/i^  cot  6  =  -J^  y,^  sin  26 


8/-' 


et  par  suite 


P'í 


\]=^{i'S  +  ^{yo'-yi'^)cold, 


substituam    ii  S  sa  valeur  (V.  p.  ex.  Gomes  Teixeira,  loc.  cit., 
p.  2  I)  on  obtient 


■•4t 


U==-|-sin6     2^arcsin|  +  |v//í---^-^ 


+  -^9(2/0^-3/1^)  sin  26 


On    passe   aux   cooidonnées   obliques  en   posant  dans    la    der- 
nière  expression 

^"     V 
ce  qui  donnc : 


U=X<7sin  b 


"7+2?'^'/^!H(^'"-'-^''>^'"2«^ 


1  .    Y    ,    Y 

—  are  SI 


c'e-.t,  corrig;eant  la  faule  d  inipression,   la  formule  donnée  à  la 
p.  159. 


Milau  le  14  décembre  1911. 


ESTUDOS  BOTÂNICOS 


ESPÉCIES  NOVAS  E  NOMES  NOVOS 

pon 

Gonçalo  Sampaio 


1.  Pai*adi«!«ia  lusitanica,  Samp.  in  Man.  Fl.  port.,  87; 
Phalangium  liliastnim,  Brot,  in  Fl.  lusit.  i,  53  4,  excl,  syni. 
Lin,;  Paradisia  liliaslrum  [5i.  lusilanica  P.  Cout.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  XIII,  78  et  79.  —  Caulis  robustus,  8-12  cent.  alt.;  folia 
numerosa,  7-20  mil.  lata;  racemus  20-50  floribus;  pedunruli 
strialo-alati,  prope  basi  articulati;  perianlhium  parvum,  2  Ya 
cent.  long  haud  attingens.  Fl.  6-7.  —  Hab.  lusitama  bouealis,  in 
pralis  et  nemoribus:  Castro-Laboreiro!  Lindoso!  Gerez!  Pe- 
nedo! Selanionde!  Ruivães!  Alcaide,  Fundão! 

A  planta  constitue  uma  espécie  eximia,  muito  constante  nos  seus  cara- 
cteres, e  nào  uma  simples  variedade  da  P.  liliastruni  Bert.,  da  qual  difere 
profundamente  pela  haste  grossa  e  elevada,  pelas  folhas  numerosas,  moles 
e  largas,  pelo  cacho  nuiltifloreo,  com  as  flores  relativamente  pequenas  e  os 
pi'diculos  estriado-alados,  articulados  perto  da  base.  Bastava  este  ultimo 
caracter,  que  o  sr.  P.  Coutinho  nâo  notou,  para  a  separar  por  completo  da 
sua  congénere  P.  liliaslrum,  cujos  pediculos  nem  sào  estriado  alados,  nem 
articulados,  e  para  lhe  dar  quasi  que  os  foros  de  um  subgenevo  novo.  E 
por  causa  desta  curiosa  organisaçào  jiedicular  que  as  flores  se  desarricuiam 
em  grande  quantidade,  e  muito  facilmente,  nos  exemplares  de  herbario, 
de  modo  que  estes  ficam  sempre  bastante  defeituosos.  Pela  belesa  dos  seus 
cachos  multiíloreos,  de  flores  alvíssimas,  parece-me  digna  de  ser  introdu- 
zida na  cultura  ornamental  e  para  eia  chamo  a  atenção  dos  nossos  jardi- 
neiros. 

O  sr.  P.  Coutinho,  a  quem  por  carta  expuz  a  conveniência  de  rever  a 
planta,  que  eu  julgava  uma  boa  espccio  nova,  pondo  á  sua  disposição  os 
meus  exemplares  e  os  da  P.  liliastrvm  do  Herbario  da  Faculdade  de  Scieu- 
cias  da  Universidade  do  Porto  provenientes  de  diversos  paizes  da  Europa, 
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respondeu-ine  mantendo  a  sua  primitiva  opinião  de  a  considerar  uma  mera 
variedade.  Como  eu  não  posso  aceitar  de  modo  algum  este  modo  de  ver, 
elevo-a  á  categoria  de  espécie  autónoma  —  que  o  é  e  bem  notável  —  ins- 
crevendo-a  como  tal  na  minha  obra  acima  citada. 

2.  Erodiuin  í^^ublj ratum,  Sanip.  in  Man.  Fl.  port.  274. — 
Planta  pubcriila,  visiidissinia,  caulibus  decumbenlil)us,  longe 
raniosis;  fbliis  pinnaliscctis,  segnientis  serralis  vel  serrato-  sub- 
incisis,  2  inferioribus  liberis,  superioribus  coníluentibus-,  floribus 
parvis,  staniinibus  sterilibus  glabiis,  angustis,  acuminatis;  car- 
pidiis  adpresse  strigosis,  fovea  non  concêntrica  plicala,  rostro 
20-30  mil.  long.  — Ilab.  lusitainia,  in  Foz-Tua!  Fl.   i-7. 

Difere  muito  do  E.  laciíúatum  Willd.,  espécie  de  que  mais  particular- 
mente SC  aproxima,  pela  grande  viscosidade,  pela  pubescencia  não  dei- 
tada, pelos  segmentos  das  folhas  muito  menos  divididos,  sendo  os  dois 
inferiores  independentes  e  menores,  pelas  sepalas  não  longamente  mucro- 
nadas  e  pelos  frutos  de  cauda  muito  menor.  Encontrei -a  apenas  em  Foz- 
Tua,  junto  do  túnel  do  caminho  de  ferro  de  Mirandela,  onde  colhi  em  julho 
de  1905  os  exemplares  que  se  encontram  arquivados  no  Herbario  português 
da  Faculdade  de  Sciencias  da  Universidade  do  Porto. 

3.  Montia  lasitaiiioa,  Sanip.  in  IMan.  Fl.  port.  306;  M.  fon- 
tana, Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  124,  non  Lin,;  M.  minor-\-M.  rivu- 
laris,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  vi,  43  et  44,  non  Gniel.  —  Spe- 
cies  eximia,  formis  alliis  genericis  satis  diversa.  Constanter 
diíTert:  a  M.  rivularis  seminibus  valde  minoribus,  nigro-fuscis, 
dense  et  acute  tuberculatis;  a  M.  minor  seminibus  etiam  valde 
minoiibus,  tuberculis  tenuioribus  et  acutioribus,  cymis  omnibus 
lateralibus.  Fl.  5-9.  —  Hab.  in  lusitama  tota. 

Comparei  cuidadosamente  a  planta  com  numerosos  exemplares  europeus 
e  norte  americanos,  não  encontrando  qualquer  forma  de  transição  para  as 
Al.  rivularis,  M.  Lamprosperma  e  M.  minor,  cujas  sementes  são  em  todas  do 
mesmo  tamanho,  mas  quasi  o  dobro  maiores  que  as  da  Montia  portuguesa. 
Além  disto,  ela  difere  em  absoluto  da  primeira  dessas  espécies  pelas  se- 
mentes baças  e  fortemente  tuberculosas,  da  segunda  pelos  mesmos  cara- 
cteres e  pelas  cimeiras  todas  ou  quasi  todas  lateraes,  isto  é,  insertas  cada 
uma  delas  na  axila  de  uma  folha  acompanhada  de  uma  bractea  e  de  outra 
folha  oposta.  Quanto  á  M.  minor,  também  esta  se  afasta  consideravelmente 
da  nossa  espécie,  não  só  pelo  tamanho  das  sementes,  cum  tubérculos  mais 
grossos  e  menos  agudos,  mas  também  pela  disposição  das  cimeiras,  que 
são  terminaes,  isto  é,  saídas  da  axila  de  uma  folha  acompanhada  só  de 
uma  bractea  escariosa  oposta. 

Brotero  identificou  a  planta  com  a  M.  fontana  Liu.  que  comprehende  o 
conjunto  das  formas  norte- europeas,  ainda  então  não  devidamente  sepa- 
radas; o  sr.  dr.  Mariz,  não  tendo  examinado  certamente  bons  exemplares 
frutificados,  filiou  as  formas  menores  e  mais  ténues  na  M.  minor  Gmel.  e 
as  mais  robustas  e  desenvolvidas  na  M.  rivularis  tímel.  No  entanto,  a 
M,  lutiilanicu  é  perfeitamente  mouotipica,  e  a  maior  ou  menor  robustez  dos 
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diversos  individuos  não  é  acompanhada  nunca  de  qiiaesquer  caracteres 
particulares  que  justifiquem  o  seu  desdobramento  em  formas  autónomas. 
Creio  bem  que  será  esta,  também,  a  única  forma  que  se  encontre  em 
Espanha  e  que  fosse  Willkomm  o  primeiro  cujo  equivoco  determinou  a 
citação  de  duas  Montias  peninsulares  idênticas  ás  formas  gmelianas  conhe- 
cidas; todavia  é  aos  botânicos  do  paiz  visinho  que  compete  especialmente 
a  resolução  deste  caso,  certamente  interessante  e  digno  de  atenção. 

i.  Rabuí^  tiorniiiiiou^,  vSanip.  iii  IMan.  Fl,  port.  372;  —  A 
R.  radula  praecipue  diflert  lurionibus  breviter  et  subliliter  pi- 
losis,  iiiíloresceiícia  raniulis  minus  villo.sis,  foliolis  rbonibeis, 
supra  glabriíisculis,  miiuite  et  irregulariler  serralis.  Fl.  6-7. 
Hab.  LUsiTAMA,  in  Ilerminio:  Manteigas!  Valezim! 

Tiirião  robusto,  anguloso,  com  as  faces  sulcadas,  geralmente 
avermelhado,  com  manchas  glauco-pruinosas,  armado  de  aculeos 
íorles,  aciculas  bastante  espalhadas,  ás  vezes  com  raras  glân- 
dulas pediculadas,  e  provido  sempre  de  uma  pubescencia  muito 
fina  e  baixa,  quasi  arachnoide.  Folhas  turionaes  5-folioIadas, 
com  os  foliolos  romboideos,  irregularmente  serreados,  glabres- 
centes  por  cima  e  tomcntoso-vilosas  por  baixo.  Infloiescencia 
subci  indrica  ou  oblonga,  aculeada,  com  os  pedúnculos  lomen- 
tosos,  curta  e  parcamente  pilosos,  providos  de  algumas  aci- 
culas e  glândulas  pediculadas,  por  fim  aberto-ascendentes  ou 
patentes.  Sepalas  reflectidas  na  frutificação,  tomentosas  e  um 
pouco  vilosas  por  fora,  aculeadas.  Pétalas  pequenas,  de  um 
róseo  esvaído,  oblongas,  não  contiguas.  Estames  mais  longos 
que  os  estiletes. 

Ao  primeiro  aspecto,  a  semelhança  desta  planta  com  o  R.  vlmifoliiis  é 
flagrante,  sobretudo  pela  forma  dos  foliolos,  e  este  facto  sugere  a  ideia  de 
uma  origem  hibrida.  No  entanto,  a  sua  grande  fertilidade  e  a  sua  abun- 
dância em  pontos  bem  afastados  da  serra,  assim  como  a  perfeita  constância 
dos  seus  caracteres,  definem-n'a  como  uma  espécie  autónoma,  que  pela  sua 
organisação  gei'al  entra  claramente  no  grupo  polimorfo  do  R.  radula. 

P^ncontrei  pela  primeira  vez  este  curioso  Rubus  em  julho  de  1908  em 
Manteigas,  perto  das  Caldas;  mas,  como  no  ano  passado  veriíiquei,  já  an- 
teriormente havia  sido  colhido  em  Valezim  pelo  pessoal  do  Jardim  Botâ- 
nico de  Coimbra,  onde  existe  um  exemplar  sem  turiào. 

5.  Stauraeantlias  genistoides  (Brot.)  Samp.;  Ulex  genis- 
loides  Brot.  in  Fl,  lusii.  ii,  78  (1804);  Stauracanthus  aphyllus, 
Link  in  >ieu.  .Tourn.  Schrad.  ii,  fase.  2.°,  pag.  50  (1808). 

O  binome  de  Link,  que  data  de  1806,  nào  se  pôde  manter,  visto  os  in- 
contestáveis direitos  de  prioridade  do  restritivo  broteriano. 

6.  Ijaserpitium  thalietrifoliniu,  Samp.;  Laseipilium  aquí- 
Icgiipfolium,  Brot.   in  Fl.   lusit.  i,   427,  non  Jacq.;  Liguslicum 
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trilobum,  Link  in  Schrad  Ncii.  Journ.  t,  fase.  2.°,  143  (1806); 
Laserpitiimi  Neslleri,  iMariz  in  liol.  Soe.  Brot.  xii,  202,  non 
Sov-Vill.  —  Diíleit  a  L.  Neslleri  habitu  valde  alieno,  foliolis  gla- 
berrimis,  supra  viridis,  uinbellis  ladiis  glabris  aut  vix  ad  basein 
pubcrulis,    involueralis    0-12    braeteis,    et   antheiis   albis.    Hab. 

LUSllAMA    BOREAMS. 

O  aspecto  desta  planta  é  inteiramente  diverso  do  do  L.  Nestleri,  com 
que  foi  confundido.  Alem  disso  tem  as  folhas  sempre  tricompostas,  glaber- 
rimas,  com  foliolos  menores  e  de  recorte  muito  diíFerente,  as  umbelas  com 
raios  glabros  ou  só  um  pouco  puberulos  junto  da  base,  involucradas  por 
6-12  foliolos  persistentes  ou  por  íim  caducos,  e  as  anteras  brancas. 

Do  L.  Eliasii,  Sen.  et  Pau  —  de  que  possuo  um  exemplar  autentico  que 
me  foi  amavelmente  cedido  pelo  illustre  botânico  espanhol  sr.  Carlos  Pau  — 
afasta-se  também  consideravelmente,  de  modo  a  não  poder  ser  com  ele 
confundido,  de  modo  algum,  pelo  aspecto  diversíssimo,  por  caracteres 
consideráveis  das  folhas,  pelas  umbelas  com  invólucros  polífilos  e  pelas 
anteras  brancas. 

Brotero,  embora  referisse  a  nossa  planta  a  uma  espécie  que  nada  tem 
com  ela,  formulou  claramente  a  suspeita  de  que  talvez  constituísse  uma 
forma  autónoma  e  inédita;  Link,  apreciando  pouco  depois  a  obra  do  nosso 
eminente  botânico,  declara-a  terminantemente  nova  para  a  sciencia,  fa- 
zendo dela  o  seu  Ligudium  trilobum,  cujo  restritivo  não  pode  conser- 
var-se  dentro  do  género  a  que  a  planta  realmente  per(ence,  por  dar  origem 
a  um  binome  já  empregado  para  uma  espécie  diversa. 

7.  Peacedanum  nlijg^iuosuiu  (Link)  Samp.;  Laserpiliuni 
peueedanoides,  Hiol.  (IHOi);  Selinum  uliginosum,  Link  in 
Sclnad.  Neu.  Journ.  i,  fase.  2.°,  pag.  143  (1806);  Siier  laneifo- 
lium  Holl".  el  Link  (1820),  non  Moeneb;  Selinum  peueedanoides, 
Brot.  (1816),  non  Lin.;  Peueedanum  lancifolium,   Lge.  (1865). 

O  prof.  Lange,  transportando  esta  planta  para  o  género  a  que  real- 
mente pertence,  deu-lhe  o  nome  de  P.  lancifolium,  que  não  deve  ser  man- 
tido, em  presença  dos  direitos  de  prioridade  do  restritivo  linkeano  mais 
antigo. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NONEUCUDIENNES 


1'AR 


Geminiano  Pirondini 

à  Rome 


(Suite) 

§48 


Si  au  lieu  de  faire  tourner  le  méridien  [defini  par  une  équa- 
tion  en  coordonnées  géographiques  (w,  v)]  autour  d'une  droite 
perpendiculaire  h  Taxe  sui*  lequel  on  coiiipte  w,  on  le  fait 
tourner  autour  de  Taxe  des  u,  on  obtient  des  formules  plus 
simples  et  fécondes. 

Soient  (Fig,  10):  L  le  méridien  de  la  surface  décrit  sur  le 
plan  y:z  et  defini  par  la  relation 

(37)  v^fiu) 

en  coordonnées  géographiques  u  =  OM,  v  =  MA ;  A  et  B  deux 
points  infiniment  lapprochés  de  L;  AM  et  BN  les  perpendi- 
culaires  abaissées  de  ces  points  sur  Taxe  Ot\  AC  Tare  élémen- 
taire  de  riiypercycle  de  base  Oz  passant  par  le  point  A  et 
compris  entre  AM  et  BN. 

Le  quadrilatère  AMNB,  tournant  autour  de  l'axe  Oz,  engendre 
un  solide  dont  le  volume  cl\  peut  ètre  égalé  au  volume  de  la 
tranche  de  canal  circulaire  engendre  par  le  quadrilatère  AMNC, 
leur  difference  élant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

Si  donc  on  remarque  que  MN  =  í/w,  on  a  par  Tapplicalion 
des  relalions  (36),  (36'): 

l  ::  sin"^  v  .du  =  ~  sin^  f{u) .  du 
fl\=  \ 

I  ~  sh-  V  .  (hl  —  ~  sh*  fiic)  .  (In  \ 
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de  sorte  qu'en  intégrant  entre  les  limites  U[  et  ws,  on  a  le  théo- 
rèiiie  .  Le  volume  du  solide  compríí  entre  la  surface  de  révolution 
engendrée  par  le  méridien  (31)  et  les  plans  z==ui,  z  =  U2,  est  ex- 
prime par  1(1  formule 

(38)  \  =  T  fsm^f{u).du 

J  «1 


(38') 


TZ  I  sh'^  f(u)  .  du 
J  «1 


(dans  Tespace  r.) 
(dans  Tespace  1.) 


Ces  équations  sont  applicables  indiíTéreniment  à  determinei' 
!e  volume  de  Tcntier  solide,  ou  siniplenient  le  volume  de  la 
couche  comprise  entre  les  plans  de  deux  parallèles  quelcon- 
ques,  ce  qui  n'avait  pas  toujours  lieu  dans  les  formules  des  pa- 
ragraphes  précédents. 

§49 

Nous  allons  en  faire  1'application  à  Thypercòne  et  à  Toricòne 
de  révolution. 

Hypercône.  —  Comme  rhypercòne  riemannien  est  au  fond  un 
cone  propre  (cas  étudié  au  §  46),  nous  nous  bornons  ici  à  con- 
sidércr  riivpercòne  lobatschewskien.  En  se  rapporlant  a  la 
figure  11  et  à  Téquation  (12),  ou  trouve  ici 


sh  i^  =  sh  f{u)  = 


th 


\/'\  -  th2  /   .  Ch2  U 

et  cnsuile  par  rapplication  de  la  relalion  (38'): 

,  c      r"2       eh-  u  .  du 

V  ==  t:  th2  /• — i— - 

1  „    1  —  th2  r .  cir^  u 

s\\^r  .e^'\  —  {A\r-\) 


%  eh  /• 


lo 


ih' 


(ch;-+l)2 


% 


—  7:(m-2  —  Ml)  . 


Cette  fornmle  donne  le  volume  d  une  tranche  dhypercòne 
de  révolution  comprise  entre  les  plans  z  =  u\^  z^Ui. 

En  supposant  en  parliculier  wi  =  O,  u<í  =  k,  on  trouve  Téqua- 
tion 


V 


loí 


{eh  r -]- \)  e^^ -  {vh  r  —  \) 
(ch/-+  l)-(ch/  — 1)^' 


ãr]-^^' 


exprimant  le   volume   de   la   tranche  d'hypercònc  d'hauteur  /", 
ayant  pour  seclion  droite  principale  un  cercle  de  rayon  r. 
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Oncõne.  —  En  ayant  recoiirs  ;>  réqualion  (18)  du  §  38,   on 
trouve 

sli  V  =  sh  fiu)  ^ 

v/(shw-f  chf/)«-lh2/- 

et  I'équation  (38')  revient  a  Tautre 

du 


V-7tth2,- 


»,  (si'" 


+  eh  uf  —  th2  ;• 

On  a  dono  la  Ibnnule 

^  /.^'^•i-th^r\ 

^--^(^^^-^^)+-2'"gU.-th'J- 

h  l'aide  de  laquelle  on  peut  évaluer  le  volume  de  la  tranche 
d'oricòne  limilée  par  les  parallèles  dont  les  centres  ont  les  dis- 
tances  m  et  Ui  de  Torignie. 

En  faisant  ici  m  =  O,  m  =  k,  on  a  que :  La  tranche  d'oricõne 
de  révohition  dliauteur  k,  et  dont  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r, 
a  le  volume 

V  =  - t:/Í:  +  \  log  (ch2  r  .  e^^'  -  sh^  /) . 


CHAPITRE  IV 

§50 

En  supposant  que  les  coordonnées  (^  =  tga%  Vj  =  tg?/,  Z,  =  \^z 
d'un  point  quelconque  d'une  ligne  gaúche  rieniannienne  soient 
des  fonclions  d'un  paraniètre  s,  Téquation  (1)  du  §  33  déniontre 
que  pour  que  ce  paramètre  s  soit  Vare  de  la  ligne,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  quil  resulte 


(' 


(      UJ  +  w  +  UJ  +  lv/-^*) 


Or  si  Ton  pose 
(2)       q  =  H  cos  <p  cos  T  ,     •/)  =  II  sin  '.p  cos  H' ,     ^  ^  H  sin  H' , 
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H,  Cp,  T  étant  des  fonctions  convenables  (inconnues)  de  5,  on 
peut  écrire  la  condition  (1)  sous  la  forme 


(3) 


H'2  cos2  ^"  ( l  +  H2  +  H2  sm^  ^')  o^ 
( 1  +  H^)'  -  H'-2  -  H2  ( 1  +  H"^) .  T^ 


Et  si  Ton  dédiíit  d'ioi  la  différenlielle  r/.p,  on  obtient  ensuite 
par  intégralion 

_         r    /( I  +  H-^)-^  -  H'^^  -  H-2  ( 1  +  H*) .  r  ^         c/s 

'^~       JV  l+H'^(l  +  sin2vrj  •  H  cos  »F  ' 

c  étanl  une  constante  arbitraire. 

On  conclut  que:  Les  cocrdonnées  (^,  y;,  21)  (Cun  point  quel- 
conque  dune  ligne  gaúche  rievunaiinienne  sont  exprimables  en  fon- 
ction  de  1'arc  s  par  les  équatiens: 


c^ 


l+H'^)2-H'-^— H'^(1  +  H2).M^'2      ds 


(4 


cos^ 
cos^ 


,!:=H.sinT 


H  et  T  étant  des  fonctions  arhilraires  de  l' are. 

Mais  comme,  en  appelaiit  R   le  rayon  vecteur  issu  de  Tori- 
gine,  on  a  la  relalion 


tg  R  =  v^í'^  -^  7j2  4-  s:2  =  H , 

on  trouve  aussi  que:  Les  coordonnées  (:;,  ■/;,  V)  d' un  point  quel- 
conque  d'une  ligne  gaúche  riemannienjie  s'exprÍ7nent  en  fonction  de 
l'arc  s  par  les  équations 


1=^ 


r    ,    r    /l-R'2-sináR.T'2  ds        1        „, 

HgR.COS     c+     1/      ■   ,     .    .„ ^jrn ^-j5 ^r.    COST 

"  L      »/  V      l+sin-^R.sin*^       suiRcosH  J 

(5)        ^  „    •    r    ,    A  /l-R'^-sin*R.r2  ^5        1        „, 

ir.^tgn.su.|.+jy/  ^^^;,^,^^^^i„,v^^  '^w^rt:^- j^'"^^ 
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R  élanl  le  rayon  vecleur  issu  de  V origine  el  T  une  Jonction  arbi- 
Iraire  de  Vare. 

En  opéraiU  <l'une  facon  aiialogue  dans  Tespace  lobatscliews- 
kien,  on  trouve  que  les  équalions  (4),  (5)  sont  reinplacées  par 
les  autres : 


(40^ 


„    .    r    ,    r    /( I  _H2)2-H'2^H2(  l-H^T^''*      ds 


(5') 


i2:  =  H.sin>F. 
,^  =  ih  H.COS 

[•/;==  th  R.  si  n 
,2;  =  lhR.siii»F 


cos  '1* 


cos  T 


cosT 


r    /|_H'2_sh2R.T'2  ds        1 

j  V      1— sh2R.sin"-í^-    *  shR.cosTJ 

r    /1-R-^-sh^R^^ ^^IcosT 

JV      i-sh2R.sin2í'      shR.cos^lJ 


Remarque.  —  Si  Ton  suppose  M;'  =  0  les  équations  (4),  (5), 
(4'),  (5')  reviennent  aux  équations  (TO),  (71),  (70'),  (71')  du  §  60 
(I^re  Partíe). 

§    51 

Soient  AM  =  A  et  k\{)  =  iu  les  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point    quelconque    A     d\ine 
ligne     riemannienne    L     sur 
Taxe  Oz  et  sur  le  plan  coor- 
donné  xy. 

L'équalion 


tgA  = 


V  1+C^ 


du  §  2,  conibinée  aux  équa- 
tions (4),    donne  Ia  relation 


(6)     tg^ 


II  cos  T 


v/l+H2sin'^T 


Quant     à     w,     on    déduit 
du   quadrilalère  trirectang^le 


F%.  ia 
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MOAoA: 

tg  AA(i  =  igOIM  .  cos  O  Ao, 
c*est-à-dire 


\Sw  = 


et  en  vertu  des  équalions  (i): 

H  sin  Y 

(7)  igw 


V/  I  +  H"^  eos'^  T 

En  parlant  des  relalions  (0),  (7),  on  derive  successiveinent 
les  autres : 

í  rg2  A  +  (H  siti  "iy  lg-2  á  -  (H  cos  >r)« 

\  tg2  „,,  -1-  (H  cos  ^' )2  tg-2  ,t,  ==  (H  sin  T)2 
sin  ro 


(«) 


H  sin  T 


Fí  cos  T 


\/cos-  A  cos-  w  —  sin-  A  sin^  tv 
sin  A 


^/cos^  A  cos"^ír  —  sin*  A  sin^tt? 


et  enfin 

/  sin"^A  +  sin^w 

(9)       H  =  l/ —^ ,.,,.,      ,     tg 

V    cos- A  cos- í^*  —  SHi'' A  sin-zíJ 


A  • 


Cette  analyse  déniontre  le  ihéorème:  Une  ligne  non-euclidienne 
est  dffmie,  aussitôl  que  l'on  donne  les  distances  A,  w  de  ses  points 
a  une  droile  fixe  {axe  des  z)  et  a  un  plan  fixe  {plcn  xy)  par  des 
fonclions  connues  de  raie.  La  dêlerminalion  de  la  ligne  cherchée 
se  réduil  a  mettre  a  la  plnce  de  H  el  ^í',  dans  les  équalions  (4)  ou 
(4'),  les  fonclions  de  l are  dêfmies  par  les  relalions  (9),  ou  par  les 
relalions  analogues  de  Vespace  lobatscheioskien. 

§  52 

Si  L  est  une  ligne  de  Tespace,  Lo  sa  projection  orthogonale 
sur  le  plan  xy,  et  A  (;;,  r^,  21),  Ao  (í;o,  vjo,  0)  une  couple  de  points 
correspondants  de  ces  lignes  (Fig.  13],  il  est  évident  que 

f  =-.  ^0 ,     yj  =  -/jo . 
Quarii  ;i  la  Iroisième  coordonnée  Z,  (coninie  Ton  suppose  que 
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L  soit  une  lif^ue  arbitraire  dont  on  connait  seulenient  sa  pro- 
jection  Lo)  elle  est  à  regarder  comine  une  fonclion  nrhilraire 
de  Tare  ío  de  Lo.  En  rappelant  alors  les  équalions  du  §  GO 
^jère  Partie)  on  a  le  théorème:  Les  coonlonnées  (í,  q,  Z,)  (Tun 
point  quelconque  d'une  ligne  gaúche  L  s' expriment  en  jonction  de 
Vare  so  (le  sa  projection  Lo  sur  le  plan  coordonné.  xy,  par  les 
équations 

(10)       /  .     /         r^rZrR'2o      \       (dans  Tespace  r.) 

2:=x(5o) 


th  Ho  .  cos  (  í"  +  I T\ ds{s 


fy/i-R 

J       sh  Ho 

,  ^    .  /  ,  ri/T^Tv^o , 


(10')      {  ^  .     /         ^^/|_}V2^     ^       (dans  Tespace  L) 

Ih) 


c  étant  une  constante  arbitraire,  \  (so)  une  fonction  arbitraire 
de  So,  et  Ro  le  rayon  vecteur  issu  de  l' origine,  et  relatif  aux  point s 
de  Lo. 

§  &3 

Applications.  —  \°  En  supposant  que  L  soit  une  ligne  sphé- 
rique  de  rayon  /■,  on  a 

^'^  +  r,2  +  2;2  == 

'  th2r 


suivant   la   nature   de  Tespace.    Or  conime  ces  conditions,    en 
vertu  des  équalions  (10),  (I0'j,  donnent 

í  l/tg^r-lg^Ro 

/v/ih-/-ilr-Ro, 

on   obtient   ce   resultai:    La   ligue  sphérique  la  plus  générale  de 
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ruyon  r,  es^t  dífinie  par  les  iquations. 


E  =  tg:  Uo  .  cos  (    I  *'  '■     - —  (ls() 


J      sin  Ro 
(il)  <  .,        .    /  Çs/T^-VFq  ,    \        (dans  l'espace  r.) 


ie;=/tg^2r-tg2Ro 


(11')         /  ,  „       .    /  rv/r-R%  ,  \         (dans  respace  1.) 

?:  =  v/th2  ;• — ih^R;, 

A  l'aide  de  ces  équations  on  pourrait  faire  une  étude  com- 
plete des  lignes  sphériques  non-euclidiennes. 

2"  On  déduit  de  la  Iroisième  équation  (7)  du  §  2 

^'  =  (^M  ■V2)cor2A-i, 

c'est-ii-dire  en  verlu  des  lelalioiís  (í): 

H-^  siu^  «r  =  H'^  cos^  T  .  col2  A  -  1  . 

Si  donc  on  suppose 
(12)  cot  A  =  /"(«), 

f  étant  un  symbole  fonctionnel  connu,  ii  resulte 

(18)  H==^    , 

^  v7-(ã).cos-T  — sin"^»!'" 

ou  bien 


1    ■  Iw^  .rHs)-\ 

('^)         -"'^•-H-V"/-4)+i  • 

11  s'ensuit  que:  La  ligne  riemannienne  la  plus  gênérale  ou  la 
distance  A  de  ses  points  a  une  droile  fixe  [axe  Òz)  est  une  fonction 
connue  de  l'arc,  est  définie  par  les  tqualions  (4),  quand  on  y  rem- 
place  II,  on  sin  ^1'  par  sa  valeur  (13),  ou  (14). 

Resultai  analogue  dans  Tespace  lobatschewskien. 


B3 


§  54 


Les  équations  (2),  (2')  du  §  33  donnent  l'arc  élémentaire 
d'une  ligne  gaúche  non  euclidienne  en  coordonnées  géographi- 
ques.  Si  après  de  les  avoir  résolu  par  rapport  à  r/w,  on  integre 
les  équations  que  Ton  vient  d'obtenir,  on  arrive  a  ce  résultat: 
On  peut  definir  une  ligne  gaúche  quelconque  à  1'aide  des  équations 


(\^\  {u=    1 ds       (dans  1  espace  r.) 

^     ^   \         ty  cos  V .  cos  IV  \  i  / 


(íh)l''^^    1    í i ds       (dans  1  espace  I.) 

V  =  V  (s)  ,      W  --=-  IV  (s) 

s  étant  Vare  el  v(s),  w  (s)  deux  fonctions  arbitraires  de  s. 

Cette  mélhode  de  délerniination  d'une  ligne  de  Tespace  est 
três  utile,  surlout  en  vue  des  applicalions. 

Remarque.  —  Si  Ton  suppose  ici  íí»  =  0,  les  équations  (15), 
(15')  reviennent  aux  équations  (60),  (60')  du  §  58  (l^^^^  Partie). 

§  55 

Si  Ton  veut  exprimer  les  coordonnées  géographiques  (w,  v,  w) 
d'un  point  quelconque  dune  ligne  gaúche  L  en  fonction  de 
Tare  s^^  de  sa  projection  Lq  sur  le  plan  coordonné  z  =  0,  il  est 
évidetU  que  l'on  peut  prendre  pour  les  deux  premières  coor- 
données w,  V  les  expressions  (60),  (60')  du  §  58  (P''^  Partie),  en 
laissanl  la  troisiènie  w  tout-a-fait  arbitraire. 

II  s'ensuit  que:  Une  ligne  gaúche  non- euclidienne  quelconque 
peut  êlre  définie  a  Vaide  des  équations 


(16)  lu=    j    ; — ^ —  (dans  Tcspace  r.) 

^  \  «,/  COSt'(.ÇQ)  ^  '  ^ 

v  =  v  (íq)  ,     tv^w  (íp) 


C-i 


^'''^  {""^J    -^-^Ã^)^  (dans  l-espace  I.) 

Sj  éianí  l'arc  de  la  projeclion  de  la  ligne  sur  le  plan  xy,  et  v,  w 
deux  fonctiens  arbitraires  de  s^. 

» 

(A  mivre.J 


SUR  LA  ROTATION  DES  FORCES 

AUTOUR  OE  LEURS  POiNTS  DAPPLICATION 

ET  LÉQUiUBRE  ASTATIQUE 

PAR 

Fernando  de  Vasconcellos 


(Suite) 


§  V.  —  Étude  des  differentes  positions 
dans  lesquelles  un  corps  peut  être  en  equilibre. 

Supposant  R  =  0,  cette  question  íut  complèlement  résolue, 
en  premier  lieu,  par  Daniel  da  Silva,  qui  a  oluenu  des  resul- 
tais rencontrés  aussi  pliis  tard  par  M.  Dauboux,  leque),  rayant 
traitée  par  une  manière  différente,  supposa  avoir  la  priorité 
dans  ces  resultais,  et,  particulièrement,  sur  la  conclusion  de 
qu'il  y  a  toujours  qualre  positions  d'équilibre,  et  qu'il  peul  y 
en  avoir  un  plus  grand  nombre. 

19.  Mílhode  Daniel  da  Silva.  —  Cherchant  représenter  d'une 
manière  générale  et  siniple  Taction  mécanique  d'un  système 
quelconque  de  couples  de  forces  tournanles  dans  Tespace,  con- 
sidérons  le  système  des  forces  rapporlé  à  trois  axes  coordonnés 
Ox,  Oy,  Oz  lectangulaircs,  fixes  daiis  le  corps,  et  passant  par 
un  poinl  O  quelconque  du  solide,  point  qui  Ton  prend  par 
origine  des  coordonnées,  et  supposons  un  système  de  trois  axes 
Oo?',  Oy\  Oz' ,  mobiles  avec  les  forces,  et  coíncidenls  avec  les 
premiers,  dans  la  position  iniliale.  Dans  cetle  posilion,  expri- 
manl  Gj,-,  G^,  G^,  les  moments  composants  du  moment  résul- 
tant,  X,  Y,  Z  les  composantes  des  forces  données,  et  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  leurs  poinls  d'application,  on  aura 

.       G^=-^{Zy-Yz),    G,  =  ^^\z--Zíc).    Gy  =  ^{Yx-\y). 
VoL.  VII  —  N.o  2  1 
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Siipposant  maintenant  qu'on  a  imprime  aux  forces  un  mème 
mouvemenl  de  rotation,  et,  par  conséquent  que  les  axes  mo- 
biles ont  pris  une  position  délermiuée  par  rapport  aux  axes 
fixes,  représentant  (a,  a',  a"),  {b,  b\  6"),  (c,  c',  c"),  les  cosinus 
des  angles,  que  cliacun  des  axes  Oo?',  Oy',  Oz'  fait  avec  les 
axes  fixes,  on  aura 

G',  =  S(X'?/-Y'z),    G',  =  S(X'2-Z'a;),    G'.  =^  S  (Y'íp -  X'^/) ; 

oò  X',  Y',  /',  et  G'j,  G'^,  G^  exprimem  les  composantes  des 
forces  et  celles  du  moment  résultant  par  rapport  aux  axes  fixes. 
Mais,  puis  qu'il  est 

X'  =  aX  +  ^Y  +  cZ,    Y'  =  a'X+^'Y  +  c-'/.    Z'  =  «"X  +  ^'Y  +  c"Z, 

on  ti'ouvei'a 

[  G',.  -  n"^\y  -h  VYMy  +  c"SZ^  -  «'  SXz  -  b'  SYz  -  c'  SZz, 

(42)     G'y  =  «  SXz  +^  SYz+r  ^'Lz-a'Y.\x-WY.\x-c^^Z/.x, 

\  G,  =  a!  ^\x  +  b'  ^Yx  +  c  ^/.x  -  a  ^\i/  -  b  ZYi/  -  c  YlLy ; 

équations  qui  donnenl  le  moment  résultant  G'  dans  une  confi- 
guration  quelconque,  en  fonction  des  valcurs  DXa;,  IIX^,  HXz, 
ilYíc,  IIY?/,  SYz,  Í^Zcc,  — Zy,  SZz,  que  Damel  da  Silva  appela 
paramètres  de  rotation. 

Si  Ton  prend  une  position  iniiiale,  oíi  les  axes  Ox,  Oy,  Oz 
sont  respeclivement  parallèles  aux  bras  des  couples  résultants 
principaux  et  aux  forces  SX,  -lY,  SZ,  il  será,  conune  nous  avons 
dit, 

iXy  =  IXz  -  ^Yx  =  SYz  =  Z/x  =  ilZy  -  O, 

et 

í:Xr=A,    1Y//  =  1Í,    SZz  =  C-, 

alors,  les  équations  (42)  deviennent 

(4  3)     G'^.  =  ^''B  -  c'C,    G'„-cC-«"A,    G',  =  </'A-^B. 

La  position  Ox'y'z'  est  déterminée  par  les  cosinus  a,  a\  a",  ele. 
Damel  da  Su.va  a,  cependant,  employé  une  autie  manière  de 
délermination,  chercbant  les  trois  angles  x,  y,  z  qui  fixent  la 
direction  dun  axe  de  rotation  passant  par  O,  autour  duquei 
le  solide  fait  une  rotation  co,  pour  passer  de  la  position  Oxyz 
pour   la    position    Ox'y^z\   et   obtenant   les  formules  de  liaison 
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entre  a,  «',  a",  b,  b\  b" ,  c,  c',  c'  et  les  nouvelles  coordonnées, 
(O,  «,  y,  z. 

On  déduira  les  formules  de  Iransformation,  formant  les  deux 
triangles  sphériques  trireclang;les  XYZ,  X'Y'Z',  dont  les  soni- 
mets  sont  les  points  d'intersection  des  deux  syslèmes  d'axes 
reclangulaires  et  de  la  surfaoe  sphérique  de  centre  O  et  de 
rayon  arbitraire;  et  unissant  X  et  X',  Y  et  Y',  par  des  ares  de 
grand  cercle  au  moyen  desquels  on  fait  passer  des  ares  per- 
pendiculaires   de   grand  cercle   qui   se  rencontreront  en   deux 

points  opposés  C  et  C.  Evidemment,  les  ares  CX  et  CX'  sont 

égaux  entre  eux,  et  il  est  aussi  CY  =  CY';  donc,  ils  sont  égaux 
les  triangles  XCY  et  X'CY',  et  ils  sont  égaux  les  angles  XGY 
et  X'CY',  et,  par  conséquent,  ils  sont  égaux  les  angles  XCX' 
et  YCY',  que  Pon  obtient  par  soustraction  de  Tangle  commun 
X'CY.  On  re»onnait,  donc,  que  Ton  passe  de  la  position  Oxyz 
pour  la  position  Ox'y'z\  par  une  rotation  oj  =  XCX',  autour 
de  OC,  ou  une  rotation  360"— oi  autour  de  OC.  II  est  aussi 

CZ  =  CZ'  et  ZCZ'  =  a);  définissant  les  angles  CX  =  íc,  CY  =  y, 
CZ  =  z,  la  direction  de  Taxe  de  rotation  (*). 


(1)  Cela  étant,  des  triangles  XCX',  YCY',  ZCZ',  l'on  obtiendra 

a  =  cos  oj  sen^  x  -\-  cos^  x  =  C08  m  -\-  {l  —  cos  a»)  cos^ a;, 
b'  =  cos  «>  sen2  y  -|-  cos2  y  =  cos  (o  +  (1  —  cos  o))  cos^  y, 
c"  =  cos  O)  sen2  z  -\-  cos^  z  ■=  cos  oj  -|-  (1  —  cos  oj)  cos^  z. 

On  peut  déduire  les  autres  formules  de  iransformation  des  coordonnées, 
en  écrivant 

Icos  X  =  sen  YCZ  sen  y  sen  z, 
cos  y  =  sen  ZCX  sen  s  sen  x, 
cos  a  =  sen  XCY  sen  x  sen  y. 

On  peut  déduire  la  première  de  ces  formules  des  triangles  XCY  et  ZCY 
puisque  Ton  aura 

nvv  ryrv       sen  ZYC       cosCYX 

cos  X  =  cos  C  YX  sen  v,   sen  ZCY  = = : 

sen  s  sen  z 

et  de  même  pour  les  autres  deux  formules. 
Cela  pose,  du  triangle  X'CY  on  trouve 

a'  =  cos  Y^CX'  sen  x  sen  y  -\-  cos  x  cos  y  =  cos  (XCY^  —  o)), 

sen  X  sen  y  -f -  cos  x  cos  y  r=  cos  XCY  sen  x  sen  y  cos  oj  -f- 
4-  sen  XCY  sen  x  sen  y  sen  o)  -j-  cos  x  cos  y ; 

et  puisqu'il  est 

cos  XCY  sen  x  sen  y  ~  —  cos  x  cos  y, 
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Les  équalions  (43)  deviennent 


G[c  =  B  [cos  X  sen  (o  ■+  ( 1  —  cos  «»)  cos  y  cos  z  ]  + 
+  C [cos o? sen  lu  —  (1  —  coso))  cosy  cosz], 

.  G'y  =  C  [cos  y  sen  co  +  ( 1  —  cos  oj)  cos  x  cos  2  ]  + 
+  A  [cos  ?/  sen  co  —  (1  —  cos  od)  cos  x  cos  z], 

G'^  =  A  [cos  z  sen  íd  +  ( 1  —  cos  co)  cos  x  cos  ^]  -f- 
+  B  [cos  z  sen  w  —  ( 1  —  cos  o»)  cos  x  cos  ?/] ; 


ou 


!G'x  =  (B  +  C)  cos  x  sen  id  +  (B  —  G)  (1  —  cos  (o)  cos  3/  cos  z, 
G'i/  =  (A  +  C)  cos  3/  sen  o)  +  (C  —  A)  ( I  —  cos  w)  cos  x  ct)s  z, 
G';  =  ( A  +  B)  cos  2  sen  co  +  (A  —  B)  ( 1  —  cos  co)  cos  x  cos  y. 

Les  posiiions  cVéquilibie  sont  déterminées  cherchant  celles 
oCi  il  est  G'  =  0. 

Si  nous  supposons,  (i'aborcl,  c|ue  seiílement  une  des  trois 
valeurs  A,  B,  C  peut  èlre  zero,  ou,  ce  cjue  c'est  la  niéme  chose, 
que  les  trois  couples  résultanls  ne  peuvent  pas  ètre  réduils  à  un 
couple  et  c)u'ii  n'y  a  pas  Téquilibre  astalique,  on  obtiendra  les 
positions  d'équilibre,  en  expriniant  que  sonl  nulles  les  valeurs 
G'a;,  G'y,  G';,  dcs  ccpialíons  (44).  Et,  mullipliant  la  preniière 
par  coso;,  la  seconde  par  cos?/,  la  troisiènie  par  cosz,  et  ajou- 
tant,  on  trouve 

[(B  +  C)  cos2  íc  +  (A  +  C)  cos2  ?/  +  (A  +  B)  cos^  z]  sen  co  =  O ; 

et,  coninie  nous  avons  supposé  cjue  les  trois  ternies  cpii  niulli- 
plient  sen  co  ne  peuvent  pas  èlre  zero  tous  ensenible,  il  será 
sen  (O  — 0. 


aysiut  égard  à  la  troisièine  formule  (43  r;),  on  trouvera 

a'  =  cos  z  sen  (d  +  (1  —  cos  oj)  cos  x  cos  y. 

Et,  de  même,  Ton  obtiendra 

o"  ==  —  cos  y  sen  (u  +  (1  —  cos  lo)  cos  x  cos  z, 

6  =  —  cos  z  sen  oi  -f-  (1  —  cos  oj)  cos  x  cos  t/, 

b''  =  cos  X  sen  oj  -|-  (1  —  cos  oj)  cos  y  cos  z, 

c  =  cos  y  sen  oj  -|-  (1  —  cos  oj)  cos  x  cos  z, 

o'  =  —  cos  X  sen  OJ  -j-  (1  —  coa  uj)  cos  y  cos  z. 
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Alors,  des  équaiions  (44)  il  viendra, 

(B  —  C)  ( 1  —  cos  (o)  cos  y  cos  z  =  O, 
(C  —  A)  (í  —  cos(o)  cosa;  cos  2  =  0, 
(A  —  B)  ( 1  —  cos  w)  cos  X  cos  y  =  0; 

qu'on  peiít  réduire  ;» 

/  (B  —  C)  cos  y  cos  2  =  0, 

(45)  j  (C— A)  cos  03  cos  2  =  O, 

(  (A  —  B)  cos  X  cos  y  =  O, 

puisque  de  Téquation  sen(o  =  0,  on  déduit  o)  =  0",  ou  0)=  180"; 
et  on  doit  adopter  cette  dernière  valeur,  puisque  la  preuiière 
correspond  à  la  position  initiale  d'équilil)re. 

Par  les  équations  (4  5)  on  véiifie  que,  si  A,  B,  C  sonl  inégaux, 
il  faudra  qu'ils  soient  nuls  deux  des  irois  cosinus,  cosa?,  cos?/, 
cosz;  et  s'il  esl,  par  exemple,  A  =  B,  il  doit  èlre  cos  2  =  O  ;  si 
A  =  B  =  G,  les  équations  (45)  seront  toujours  satisfaites. 

Donc  : 

Si  A,  B,  C  sont  incgaux,  il  y  a  qualre  positions  d' equilibre, 
qui  sont  la  posilion  initiale  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  rota- 
tions  de  18(P  autour  des  trois  axes  principaux. 

S'ils  sont  égaux  deux  des  moments  máxima  A,  B,  C,  il  y  a, 
outre  les  quatre  positions  d' equilibre  dont  nous  avons  parle,  celles 
que  Von  déduit  de  la  position  initiale  par  une  rotation  de  180° 
autour  d'un  axe  quelconque  du  plan  des  deux  axes  principaux , 
auxquels  correspondent  les  deux  moments  máxima  égaux. 

Si  A  =  B  =  C,  u  la  position  d' equilibre  actuelle,  il  faut  ajuuler 
toutes  celles  qu  on  en  déduit  par  une  rotation  de  180°  autour  dun 
axe  quelconque. 

Si  le  systènie  de  couples  donné  se  réduit  a  un  couple  unique 
de  bras  m  et  de  force  ^X,  les  positions  d'équilibre  seront  celles 
correspondantes  a  toutes  les  positions  du  systèine  ou  Ox  est 
parallèle  à  m. 

20.  Méthode  Dàrboux. —  Comme  Daniel  da  Su.va,  M.  Dabboux 
a  determine  les  positions  d'équilil)re,  partant  d'une  configuia- 
tion  ou  les  forces  des  trois  couples  soient  dirigées  suivant  les 
bras  de  ces  mémes  couples,  cas  oíl  le  système  tournant  se  ré- 
duit h  une  resultante  unique  ou  il  est  en  equilibre. 

En  eífectuant,  autour  des  trois  bras,  des  rota  tions  de  180°, 


70 


que  M.  Darboux  appele  renversements,  on  vérifie  immédiatement 
quil  y  a  foujours  au  moins  quatre  posiíions  du  corps  pour  lesquelles 
les  forces  se  réduisenl  a  une  resultante  passant  en  un  point  deter- 
mine de  ce  corps,  ou  se  font  equilibre  si  leur  resultante  générale  est 
nulle. 

Dans  ce  cas  parliculier  ou  il  est  R  — O,  rellipsoíde  central 
est  le  niêine  en  lous  les  points  du  corps,  vu  qu'on  peut  dé- 
placer  les  bras  des  couples  parallèlenient  a  eux-mènies. 

Considérant  une  des  positions  d'équilibre,  les  trois  coordon- 
nées  SXa?,  SY^,  SZz,  représenteront,  conimc  nous  avons  dit, 
les  trois  forces  des  couples  principaux  de  bras  1  diriges  sui- 
vant  Oíc,  Oy,  Oz,  et  ne  seront  pas  nécessairement  nulles. 

Pour  une  autre  position  des  torces,  définie  par  les  neuf  para- 
mètres  a,  a',  a',  .  .  .,  étant  a,  [5,  y,  les  nouvelles  projeclions  de 
la  force  du  couple  de  bras  1  sur  Ox  et  a',  p',  7',  a",  P",  7"  les 
composantes  des  forces  des  deux  autres  couples,  il  viendra 

a  =  SX'ar=alXa?,    aJ  =  I.\'y=a'I.Ytj,    a"  =  SX'3=fl"SZz, 
{5=SY'«  =  ^SXíc,    p'  =  SY'y  =  ò'SY?/,    p''  =  SY'2  =  ^"SZ2, 

7  =  y,7Jx = cSXíc,  y' = ^y^'y = í^'SYy ,  f = YJiz  =  f"sz  s. 

En  vertu  des  relations  connues 

a^-\-h'''-\-c'^=\,    ffrt'  +  ^^'  +  í'c'  =  0, 
Y.±aVc"=\,  a=^b'c"-c'b'\ 

et  de  toutes  celles  qu'on  en  déduit  en  permutant  circulairement 
soit  les  letlres,  soit  les  Índices,  on  aura 

Ía2   +P2   +f   =(SXí«)2,    «a'   +PP'    +n'   =0, 

(46)  a'2  +  p  2  4.  -^'2  =  (1:Yí/)2,    aa"  +  PP"  +  Ti"  -=  O, 
(  a'^2  ^  ^3//2  _!_  -^"-2  _  ^VZ2)2,     aV  +  P'p"  +  y'y"  =  O, 

et 

(47)  S  ±  aP'Y"  =  í:XírSY3/SZ2, 

qui,  jointes  aux  óquations 

(48)  P  =  a',    T  =  a"'    ■('  =  ?" 

exprimem  les  conditions  d'équilibre  dans  la  nouvelle  position. 
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Les  équalions  aux  produils  (46)  doiinent,  en  verlu  des  for- 
mules (48), 

(?t  +  PY  +  t't"  =  o> 

qui,  par  éliniination  de  «,  eu  tenaut  comple  des  équations  (48) 
et  des  premières  équalious  (ití),  se  trausforiueront  eu 

ÍPyt'[(SY5,)2-(SZ.)2]=.0,    pn'[(SXa.)2-(^Y^)2], 

Si  Tou  suppose,  d'abord,  que  rellipsoide  central  ne  soit  pas 
de  révolutiou,  (SXa;)-,  (HY^)"-,  (SZz)^  seront  inégales;  donc,  on 
aura 

et  si  on  prenne  'í  =  0,  la  seconde  des  équations  (49)  donne 

Py'  =  o, 

ce  qui  exige,  donc,  que  deux  des  quautités  [5,  y.  "('  soient  nulles. 
Si  on  prend  'i=^0,  '('  =  0,  les  équations  (49)  se  réduisent  à 

(51)  [:i(«  +  p')  =  0, 

et  les  premières  équations  (46)  donnent,  vu  les  conditions  (48) 

(52)  u^-\-^-^  =  (^Xxf,    r^-\-p  =  C2Yy)\    Y"'  =  (-Zz)2; 

d'oCi  Ton  déduit 

(53)  P'2  _  «2  =  (SY?/)'  -  (SXí»)2. 

Si  (SXíc)2,  (SY?/)2  sont  différents,  P  —  a^  est  diíTerent  de 
zero,  et  par  conséquent  aussi  ^'-\-ci.  De  (51),  il  vient  [5  =  0;  on 
aura,  donc,  (48)  et  (52), 

a  =  £SXa;,     P'  =  £TY?/,    f-^e"ZZz, 
«'  =  a"  =  fi  =  P"  =  Y  =  T'-0, 

£,    s',   s"   désignant   Tunité   positive  ou  négative.    Mais,   comme 
Téquation  (47)  doil  étre  vérifiée,  on  doit  avoir  ££'2''=  1,  ce  qui 
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donne  seulenient  qualre  combinaisons  de  signes,  c'est-a-dire 
quatre  positions  d'équilibre.  Les  valeurs  des  neuf  cousiuus  se- 
ront 

a  =  £,  1^  =  0,  c  =  0;    a'  =  0,  b'  =  B\  c'=^0;    a"  =  0,  ^"  =  0,  c"  =  £". 

Donc, 

Quand  1'ellipsdiile  cenlral  nesl  pas  de  icvolulion,  il  y  a  íoujours 
qualre  positions  d'équiliOre,  qni  sont  la  posilion  initiale  et  celles 
quon  en  dtduit  par  des  renversements  aulour  des  trois  axes ;  et  il 
ny  a  que  ces  quatre  positioyis  d^équilibre. 

Quand  l'ellipsoide  central  est  de  révolution,  en  vertu  des 
équations  (50),  une  des  trois  quantilés  p,  7,  y'  doit  ètre  nuUe; 
supposant  que  c'est  y  =  0,  la  seconde  des  équations  (4  0)  donne 
p-^' =  O,  c'est-a-dire,  deux  des  trois  quantités  ,S,  ■,',  •,'  doivent 
encore  ètre  nuUes. 

Supposons  T  =  ■('=?=  O,  et  qu'il  est 

(54)  {y\xf  =  {^Yy)\ 

l'équation  (51),  si  on  prend  a  +  I^'  =  0,  será  compatible  avec 
Téquation  (53),  et  jíl  ne  será  plus  nécessairenient  nul,  ce  qui 
donnera  un  groupe  de  nouvelles  solutions.  L'équation  (54),  qui 
exprime  que  1'ellipsoide  central  est  de  i"évolulion  autour  de  Oz, 
peut  ètre  salisfaile,  soit  en  faisant 

(55)  SXa;  =  SYy, 

soit  en  faisant 

vx£c  =  — SY?/. 

Anienant  le  corps  à  la  posilion  oíi  Téquation  (55)  est  satis- 
faite,  les  formules  (52)  et  (48)  donnent. 


a,  p  =  v/(^Xa!)2-a2,    -,-  =0, 

«'=  v/(SX!K)2-a2,    P'=.-a,  7'  =  O, 

a"=0,  P"=0,  f=z^/.z, 

et  la  condition  (47)  donne  s  =  —  1.  Si  Ton  avait  HXa  =  —  SYy, 
])ar  une  roíalion  de  180"  aulour  de  Or,  le  signe  de  Y.\y  serait 
chanííé. 
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.  Les  valeurs  des  neuf  cosinus  seront 

a  =cos(p,  b  =sen(p,  c  =0, 
a'  =  sen  cp,  h'  =  cos  cp,  c'  =  O, 
fl"=0,  ^"=0,  c"=-l, 

'^  étant  iin  angie  quelconque;  et  ces  valeurs  conviennent  à  loutes 
les  rolalions  cie  180°  autour  d'une  droite  quelconque  du  plan 
des  xu,  c'est-;i-dire  d'un  diamètre  de  Téqualeur. 

Dans  le  cas  oíi  rellipsoide  central  soit  une  sphère,  on  aura 

On  peut  toujours  supposer  que  le  corps  fut  aniené  \\  une 
posilion,  oú  ces  trois  quanlilés  soient  du  nième  signe,  car,  si 
SXaj,  -lY?/  sonl  de  signe  contraire  à  HZz,  un  renversement  autour 
de  Oz  les  aniènera  à  ètre  du  niènie  signe.   Si,  donc,  on  prend 

SXaj  =  S\>  =  lZz, 

par  des  transformations  successives  des  formules,  on  aura 

SXa?  +  f+£  (a+p')  =  0, 
SXí»  +  «  +  3'(P'+t")  =  0, 
i:Xcc  +  i3'  +  £"(a  +  Y")  =  0, 

Oíl    £  =  £'  =  £"^+1. 

Si  Ton  prend  £  =  £'  =  £"  =  -[-  I»  les  trois  relalions  precedentes 
seront  réduiles  a 

(56)  SXíc  +  «  +  [j'  +  7"  =  0, 

et  la  seule  solulion  qui  ne  salisfait  pas  à  Téquation  (56)  esl 
celle  qui  résulle  de  £  =  £'  =  £"  =  —  1-,  on  aura,  donc 

vxíc==:a=[5'  =  f' 

solulion  qui  donne  la  posilion  actuelle  du  corps,  Ayant  égard 
a  Téquation  (50),  on  obtient  la  relalion  unique 

a  +  /^'  +  c"  =  —  1 , 

qui  lie  les  neuf  cosinus.  Et,  on  reconnait  qu'il  v  a  une  infinité 
de  positions  d'équilibre,  qui  sont  les  symélriques  de  la  première 
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posilion  par  rapport  a  un  dianiètre  quelconque  de  la  sphère, 
puisque  Téqualion  qui  donne  la  grandeur  de  la  rotation  exprime 
que,  dans  le  cas  acluel,  les  formules  correspondent  à  une  rola- 
lion  de  180''  autour  d'un  diamètre  quelconque  de  la  sphère. 

Comme  Ton  vérifie,  les  deux  géomètres  ont  obtenu  les  mèmes 
resultais,  en  employant  des  diílérentes  coordonnées.  Les  cas  de 
Damkl  da  Silva  correspondent,  à  ètre,  ou,  à  ne  pas  ètre  de 
révolution,  Tellipsoide  de  réduction  ou  encore  à  ètre  une  sphère 
le  mème  ellipsoíde, 

Dans  le  cas  du  solide  assujetli  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe,  les  précédents  resultais  seront  les  mèmes;  il  suffira  de 
faire  la  réduclion  en  ce  point,  el  d'y  considérer  Tellipsoide  par- 
liculier  de  ce  point. 

20-  Méthode  MôBWS.  —  MoBius  ayant  obtenu  les  formules 
d  equilibre  astatique  dans  le  cas  du  solide  libre,  et  dans  le  cas 
du  solide  assujetti  a  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  a  établi 
particulièrement  les  condilions  mécaniques  nécessaires  de  cet 
equilibre,  dans  le  cas  du  solide  assujetti  à  des  liaisons,  recher- 
chant  de  suite  les  positions  d'équilibre  dans  les  diíFérents  cas 
de  réduction. 

N'aYant  pas  considere,  cependant,  le  problème  sous  Taspect 
minutieux  et  de  généralisation  suivi  par  les  deux  géomètres, 
portugais  et  français,  le  géomètre  saxon  est  arrivé  à  des  resul- 
tais incomplels,  qui  le  conduirenl  \\  quelques  conclusions  erro- 
nées,  comme  M.  Darbolx,  (pii  connaissail  son  travail.  Ta  re- 
marque. Sans  qu'il  eút  pu  faire  cetlc  apréciation  d'un  travail, 
qu'il  ne  connaissait  point,  rillustre  géomèlre  portugais  a  eu, 
cependant,  Thonneur  d'ètre  le  premicr  géomèlre  qui  a  presente 
les  véritables  résullats  sur  la  question,  el  par  une  méthode  três 
elegante,  des  resultais  qui  vingt-cinq  ans  plus  lard  onl«élé  aussi 
oblenus  par  M.  Dariioux,  qui  n'a  pas  eu,  comme  on  a  supposé, 
la  priorité  que  dans  Taffirmation  de  Terreur  commise  par  Mõbius. 


§  VI.  —  De  la  réduction  par  1'emploi  de  la  composition  de 
forces  parallèles.  Ellipse  de  réduction  de  Daniel  da  Silva. 
Ellipse  centrale  de  M.  Darboux. 

Les  deux  illuslres  savanls,  Damel  da  Sii.va  e  M.  Darboux,  ont 
éludié  celte  question  en  la  consideram  sous  des  distincls  aspecls, 
obtenanl  Tun  el  Taulre  quelques  résullats  oblenus   antérieur- 
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nient  par  IMobius  par  d'aulres  procedes  (n."^  6  a  13),  décou- 
vrant  les  deux,  cepenílant,  de  nouvelles  propositions,  ce  qiii 
rend  leurs  iravaux  d'im  irès-grand  intérèt  scientiíique. 

21.  MíUwde  Daniel  dá  Silva.  —  On  peiít  faire  la  réduction 
d'un  systèine  de  forces  tournanles,  décomposant  toutes  les 
forces  données  parallèlement  à  un  systèine  quelconque  d'axes 
orlhogonaiix  ou  obliques.  Et,  faisant  la  composilion  en  une  seule 
de  toutes  les  forces  de  chacun  des  trois  syslènies  de  forces  pa- 
rallèles  correspondaiit  à  chacun  des  axes,  le  système  de  forces 
será  réduit  à  trois  forces  HX,  SY,  SZ,  appliquées  en  trois  cen- 
tres Cl  (arj,  y\,  zi),  c-i  (ais,  yi,  z%],  q  (íC3,  3/3,  23),  lesquels,  en  des 
cas  particuiieivs,  se  réduisent  à  deux  ou  à  un  centre. 

Les  trois  points  ci,  r-2,  ^^3  déteiminent  un  plan, — plan  central 
de  Môbius — ,  et  il  seia 


SXoc 

luX 

yi  = 

SX  ' 

Zt  = 

SXz 
SX  ' 

^á  —    Vy  ' 

^2  = 

SYy 
SY  ' 

Z2  = 

SYz 
SY  ' 

SZíB 

a-3  -   ^y  , 

y^- 

SZy 
SZ  ' 

Z3  = 

SZz 

i:z  • 

En  plaçant  en  o  des  forces  égales  et  contraires  ;i  celles  qui 
agissent  en  cj,  0-2,  le  système  será  réduit  a  une  resultante  unique 
R  =  v/(SX)^  +  (SY)"^  -j-  (SZ)'^  appliquée  en  c^  et  à  deux  couples 
de  bras  cics,  r^rs  qui  ne  sont  pas  parallèles,  et  dont  les  forces 
SX,  2Y  sont  parallèles  au  plan  des  xy,  et  forment,  entre  elles, 
l*angle  des  axes  respeclifs. 

Si  í"!,  c-2,  f3  sont  diriges  suivant  une  droite,  ou  si  deux  de 
ces  trois  points  coincident,  le  système  será  réduit  à  une  force 
et  à  un  couple,  ou  à  deux  forces.  En  eflet,  dans  ce  cas,  les 
deux  couples  de  forces  SX,  SY,  divergentes,  auront  les  deux 
bras  C1C3  et  cicz,  coincidents,  et  seront  composés  en  un  seul 
couple. 

II  será,  de  mème,  si  ci  et  c^,  par  exemple,  coincident.  Dans 
ce  cas  de  réduction,  on  aura 

Xi—Xi  !/l—y2  21—22 


X1  —  X3      y\—yi      z\—zz 
et,  si  c\  et  Cl  coincident,  il  será  encore 

«1  — íK2  =  0,    yi—y^2  =  0,     zi~Zi  =  0, 
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ou 


SXaj 

SYíc 

SXy 

SYy 

SX2 

SYz 

SX 

SY 

sx 

SY 

sx 

SY 

SXíB 

^Lx~ 

l^X.V 

SZt/ 

SXz 

SZz 

sx 

-LL 

sx 

sz 

sx 

VZ 

SXíc 

YXx 

i:x.y 

SY3/ 

SXz 

SYz 

sx 

~   vy  ' 

sx 

"  SY  ' 

EX 

"  SY 

(57) 

et 

(58) 

Les  équations  (57)  sont  identiques  à  celles  (14)  trouvées  an- 
térieurement  par  Mobius,  et  la  droite  des  irois  centres,  ou  celle 
des  deux  centres,  est  la  ligne  cenlrale. 

Si  Ton  décompose  SZ,  par  exemple,  en  deux  forces  appli- 
quées  en  c\_  et  c-i,  et  Ton  conipose  en  une  seule  les  forces  ap- 
pliquées  en  chacun  de  ces  deux  cenlres,  la  force  et  le  couple 
consideres  ci-dessus  seront  réduits  ;i  deux  forces  appliquées  en 
deux  points  de  la  ligne  centrale. 

Encore,  si  les  trois  cenlres  coincident,  le  systènie  des  forces 
données  será  equivalem  à  une  seule  force  [R]=[SX]+[SY]+[I1Z], 
appliquée  au  centre  unique,  defini  par 

íci  =  072  =  «3,    y\.=  y-i  =  ya,    z{—Zi  =  z-i\ 
ou 

,  SXiT  _  SY«  _  ^Zx_      SX^  _  SY^^  _  SZ|^ 

^^x"~  SF"  SZ  '     SX  "  SY  ~  SZ  ' 

(^^^  '  SXz       SYz       SZz 

Tx  ~  SY  ~   SZ  ' 

qui  est  le  point  central  de  Mobius. 

Si  Ton  suppose,  maintenant,  que  Taxe  des  z  a  la  direction 
de  la  resultante  générale,  la  déconiposition  de  toutes  les  forces 
suivant  les  trois  axes,  donne  R  =  SZ  appliquée  au  centre  des 
forces  parallèles  a  Taxe  des  z,  et  deux  couples  de  forces  SX,  SY, 
parallèles  au  plan  des  xy.  Si  la  direction  du  plan  de  réduction  xy 
change,  changera  aussi  la  situation  du  centre  de  la  resultante  R, 
situation  qui  est  indépendante  des  directions  des  axes  des  x  et 
des  y,  dans  ce  plan,  si  Ton  suppose  toujours  qui  R  n'est  pas 
parallèle  a  xy.  Désignant  ícq,  2/o,  zo  les  coordonnées  du  centre 
de  la  resultante,  on  aura, 

SZíc  SZ?/  SZz 

(60)  a^u=     j^",    3^0=    ^,    ^o  =  -j^-. 
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Damel  da  Silva  a  nonimé  ce  point,  quaiul  l'axe  des  z  esl  per- 
pendiculaire  au  plan  xy^  centre  du  sysleme ;  c'est  le  centre  du  plan 
central  de  Mõbils. 

Si  l'on  considere,  maintenatil,  la  déconiposition  des  forces 
suivanl  une  autre  posiiion  Oíc',  Oy' ,  Oz'  des  axes,  oò  Oz'  coin- 
cide avec  Oz  et  a  encore  la  direction  de  R,  les  coordonnées 
(«'o,  y'o,  z'o)  du  centre  de  la  resultante  et  celles  des  centres  des 
forces  données  obtenues  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  se- 
ront 


SZ' 


x'o 


R 


2/0 


l7Jy 
R 


z'o  = 


SZ2 

R 


et,  connne  nous  pouvons  écrire 

(01)  SZ'=/jSX+/>'^Y  +  2Z, 

il  será 


(62) 


Ríc'o  =  joSXí»  + /j'SY!r+ SZíc, 

ny'o  =  p^\y+p"^Yy+rAy, 
R2'o  =p^\z  +p'ZYz  +  SZz-, 


que,  par  rélimination  de  R,  p,  p\  et  ayant  égard  h  ce  qu'il  est 
R  =  SZ',  donne 


(63) 


1     SX     SY     SZ 
£c'o  SXí»  SYíc  SZaj 
2/'o  SX^/  SYi/  SZ3/ 
z'o  SXz  SYz   SZz 


Donc, 


Le  lieu  des  cenli  es  de  la  resultante  pour  les  différeyites  directions 
du  plan  de  réduction  xy  est  un  plan  fixe  du  corps.  Cest  le  plan 
central  de  iMõbius;  et  Téquation  (63)  est  celle  Ua; -}- Vy  +  Wz  =  S 
trouvée  au  n.°  9. 

Supposant  que  Torigine  O  des  coordonnées  est  le  centre  de 
la  resultante  correspondant  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  les  seconds 
menibres  des  équations  (60)  seront  nuls,  (i  ^lonl  nuls  aussi 
les  derniers  ternies  des  équations  (62)  quand  on  les  divise 
par  R.  Dans  ces  cas,  soient:  zi,  z'i,  ...,  les  distances  ortho- 
gonales  de  tous  les  centres  des  forces  données  à  un  plan  pas- 
sam par  O  et  parallèle  aux  bras  des  deux  couples,  qui  resul- 
tem de  la  déconiposition  des  forces  suivant  les  trois  axes;  et 
a,  a',  a'  les  cosinus  des  angles  que  ces  ménies  axes  Oa?,  Oy,  Oz 
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font  avec  la  nonnale  a  ce  plan ;  on  aura 

et  des  équalions  (62),  il  viendra 

,    ,     ,  ,    .     „  ,  SXzi        ,  SYzi 

«a;  o  +  «  yo  +  «  Vo  =/>  — j^--  +/^  "  r7"* 

Pijísl|u'íI  est 

(64)  SXei  =  SYzi  =  O, 

on  Irouve 

Donc 

Lt  lieu  de  tous  les  centres  de  la  resultante  est  U7i  plan,  qui  passe 
par  le  centre  du  système,  et  est  parallèle  aux  directions  des  bras  des 
deux  couples  résultants  correspondants  a  la  décomposition  des  forces 
suivant  les  trois  axes  Oa;,  O?/,  Oz.  Et,  puisque  ce  piau  a  une 
posilion  détenninée,  et  c'est  arbitraire  le  système  d'axes,  étant, 
cependant,  O2  toujours  parallèle  à  R,  il  resulte: 

Quand  on  fait  la  réduction  des  forces  données  par  rapport  à 
différents  systèmes  d'axes  rectangulaires ,  ou  obliques,  tous  les  bras 
des  couples  résultants  sont  paraUeles  au  plan  des  centres  de  la  re- 
sultante. Cest  un  résultat  trouvé  antérieurement  par  Mõbius 
(n.°  9). 

Si  le  système  des  forces  données  se  réduit  a  une  resultante 
et  à  un  couple,  les  équations  (62),  en  tenant  compte  des  équa- 
tions  (58),  donnent 

«o  =  qy\h   ^'q  =  í''2'o, 

et  le  lieu  des  centres  de  la  resultante  será  une  droite,  —  ligne  cen- 
trale  de  Mobius — ,  parallèle  au  bras  du  couple  unique,  puisque 
les  conditions  (64),  qui,  dans  le  cas  précédent  correspondaient 
à  un  plan  determine,  —  le  plan  des  centres — ,  maintenant  que 
les  bras  des  deux  couples  résultants  sont  parallèles  entre  eux, 
seront  satisfaites  pour  un  plan  quelconque  parallèle  à  ces  deux 
bras,  ou  au  bras  du  couple  unique.  On  reconnait  aussi  que, 
dans  ce  cas,  sont  parallèles  tous  les  bras  des  couples  résultants 
correspondant  aux  plusieurs  systèmes  d'axes  de  réduction. 

Supposant  qu'il  y  a  Téquilibre  entre  les  deux  couples  résul- 
tants, dans  toutes  les  conflguralions,  on  aura 

sxíB = SY« = í:x^ = í:y^ = sxz = í:y2  =  O ; 
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et  des  équalions  (62),  il  viendra 

qui  exprinient  que  le  cenlre  de  la  resultante  est  un  point  fixe 
dans  le  corps. 

22.  Ellipse  de  réduclion.  —  Daniel  da  Silva,  comnie  nous 
avons  déjh  dit,  a  étudié  le  problème  de  la  rolalion  des  forces 
autour  de  leurs  points  dapplicalion,  partant  des  cas  plus  sim- 
ples pour  les  plus  complexes,  et  ainsi,  il  a  obtenu  directement 
la  courbe  dont  nous  allons  trailer,  avant  qu'il  eút  fait  Télude 
de  Tellipsoide  de  réduclion,  considérant  toutes  les  Iransforma- 
tions  dun  groupe  de  deux  couples  de  forces  tournantes  qui 
sont  équivalents  à  un  système  de  couples  dans  des  plans  paral- 
lèles. 

Dans  notre  exposition,  puisque  nous  faisons  aussi  un  travail 
de  confronlalion  entre  le  mémoire  de  ce  savant  et  celui  de 
M.  Darboux,  nous  avons  été  conduils  à  considérer  le  cas  de 
réduction  qui  a  donné  origine  à  rellipsoide  de  réduction  et  k 
rellipsoide  central,  avant  le  cas  plus  simple  qui  nous  occupe, 
D'après  cela,  nous  verrons  que  Ton  oblient,  tròs-iacilement, 
Téquation  de  Tellipse  de  réduction,  considérant  celte  courbe 
comme  un  cas  particulier  de  rellipsoide  respectif  (n.°  15). 

En  eífet,  cherchons  comme  varient  les  positions  des  bras  m, 
m! ,  mi,  m'i,  . .  . ,  des  deux  couples  résultants  de  forces  SX,  SY, 
et  la  grandeur  des  moments  máxima  correspondants  A|,  Bi, 
A'i,  B'i,  .  .  .,  pour  les  dlíTérenies  positions  d'axes  lectangulaires 
Oa?,  Oy,  Ox\  Oy',  ...,  dans  le  plan  central,  plan  qui  Ton 
prend  pour  plan  des  xy,  et  ou  sont,  comme  on  sait,  les  bras 
et  les  forces  des  deux  couples.  Prenant  comme  axe  des  z,  une 
normale  a  ce  plan  passant  au  point  O  commun  aux  deux  bras, 
les  formules  (22),  (23)  et  (24)  détermineront  ces  grandeurs  et 
ces  directions  dans  deux  systèmes  d'axes,  remarquant  qu  il  est, 
maintenant 

SXz  =  XYz  =  SX'z  =  ^Y'z  3=  0. 

En  déduisant  des  formules  identiques  à  celles  (20),  (27)  et  (28), 
si  Ton  designe  par  cp  et  cp'  les  angles  que  A'i  et  B'i,  ou  mi  et  m\, 
font  avec  Oa;,  et  si  on  prend  Ox  et  Oy  dans  la  direction  des 
semi  axes  A,  B,  d'une  ellipse  de  centre  O  et  de  semi  diamètres 
conjugues  A'i,  B'i,  on  Irouvera  en  vertu  des  propriétés  connues 
de  Tellipse,  et  analoguement  aux  formules  (29)   et  (30),   qu'il 
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est 

(6 5)  j  B^  =  A'i2  sen2  cp  +  B'i2  sen^  o'  =  (^Xy)'  +  (-Y^/)», 

( A'i2  sen  cp  cos  cp -f- B'i2  sen  cp' cos  cp' -=  SXcc-^X^/ +  ^YícS  Yy  =  0. 

Donc, 

ToMs  /ís  syathnes  de  diamètres  conjugues  de  Vellip&e  de  réduclion 
donnent  les  grandeurs  des  moments  máxima  de  tous  les  syslhnes  de 
deux  couples,  dont  les  bras  sont  diriges  suivant  les  mêmes  semi- 
diavútres. 

Si  nous  avions  fait  la  réduction  des  forces  par  rapport  a  un 
syslème  quelconque  d'axes  coordonnées  rectangiilaires  {x'Oy') 
les  formules  (33)  donneraient  les  grandeui's  des  n)onienls  má- 
xima dans  une  configuration  quelconque  en  fonction  de  celles 
dun  autre  groupe  qui  coincide  avec  les  semi-axes  de  Tellipse 
de  réduclion.  Les  formules  (32)  donneraient  les  mêmes  gran- 
deurs en  fonction  de  celles  d'un  autre  groupe  quelconque. 

L'ellipse  de  réduction  será  une  circonférence,  si  A'i  et  B'i 
sont  perpendiculaires  et  égaux  entre  eux,  ce  qui  correspond 
aux  suivantes  conditions  analytiques 

(IXa;)2  -f  (SX2/)«  =  (SYa;)*  ^  (SY?/)^,    ^X.rSYíC  +  SX3/SY5/  =  0. 

23.  Méthode  Dárboux.  —  Cet  illustre  géomètre  a  fait  la  dé- 
composition  de  chacune  des  forces  du  système  en  deux  aulres: 
Tune  parallèle,  Tautre  normale,  à  une  direction  donnée. 

Considérons  les  composantes  parallèles.  Si  íci,  ?/i,  zi  dési- 
gnent  les  coordonnées  du  centre  de  ces  forces  parallèles,  a,  b,  c 
les  angles  que  fait  leur  direction  avec  les  axes,  et  U  leur  resul- 
tante, il  será 

R     =aSX   +^SY   +í^2Z, 

Ra^i  =  í/SX£c+  ^SYí»+  rSZa?, 

^^^^  j  R3/1  =  aY.\y^b^\y^c^2Ly, 

\  R^i  =  oSXz  +  ^SYz  +  fSZz. 

L'élimination  de  R,  «,  h,  c  donnera  une  équation  analogue  à 
celle  (63) 

i    í:x    sy    sz 


a-i  SXíc  SYíc  ZZa; 
y,  SX3/  SY2/  SZy 
Zi    SXz    2Y2    YíLz 


=  0. 
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Donc 

Les  cofnposantes  de  foules  les  forces  du  système,  parallèles  h  une 
direction  donnée,  ont  leur  centre  de  forces  parallèles  dans  un  plan 
fixe  du  corps. 

Cesl  le  plan  central  de  Momus,  ce  que  I  on  reconnait,  en  fai- 
sant  Ia  déconiposition  de  toutes  les  forces  suivant  irois  dire- 
clions  rectangulaires,  et  composant  les  forces  de  chacun  des 
iTois  groupes  de  forces  parallèles  ainsi  oblenus.  Alors,  le  sys- 
tème será  réduit  à  trois  forces  appliquées  en  irois  points  A, 
B,  C  du  plan  précédent,  et,  par  conséquent,  à  une  force  ap- 
pliquée,  par  exemple,  en  A,  et  à  deux  couples  de  bras  AB,  AC. 

Prenant  le  plan  central  pour  plan  des  xy,  et  le  centre  des 
composanles  parallèles  ii  R  pour  origine  des  coordonnées,  on 
aura 

et 

_  SXSXa;  +  SIYSYa;  +  SZSZx  _  _ 

**  ~     7SX)2  -j-  (SY)^~+^(}£Z)2      ~    '    3/1  —  •  •  •  —  *■ '    -1  —  ...  —  O, 

puisque  les  coordonnées  de  ce  point  (cci,  2/i,  z\)  sont  définies 
par  les  formules  (65)  ou  Ton  remplace  a,  b,  c  par  des  quan- 
tités  proportionnelles  h  SX,  SY,  SZ,.  Ce  point  est  le  point  cen- 
tral de  MoBics  (n.°  6). 

Si  nous  supposons  que  par  une  rotalion  convenable,  les  (orces 
des  couples  ont  la  direclion  des  bras,  et  \\  est  normale  à  ces 
bras  et  dirigée  suivant  Oz,  il  será 

í:X  =  ^\  =  o,    l:l\y  =  ^\z  =  ^Yx  =  S  Y2  =  SZa;  -  SZ^  -  ^Az~  0. 

Posons 

(67)  a  -  A2  (SZ)2  =:  (SXa;)^    a' =  B VSZ)2  =  (SY)^, 

ou  a  et  ol'  sont  les  coefficients  de  Téquation  (36),  ayant  les  va- 
leurs  qu'y  leur  correspondent. 
Les  formules  (66)  se  réduiront  à 

R  =  fSZ,    RíTi  -  r/i:X£c,    Ryi=bl.\y,    zi^O, 
d'ou 

a         SZ  õ         ^Z 


c 


SXa;      '     c       -^Yy 


Considérant  les  centres  des  (lomposantes   parallèles   à   deux 
directions  rectangulaires,  définies  par  les  cosinus  a,  b,  c,  a',  b',  c', 
VoL.  vu  —  N.o  2  2 
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on  aura,  en  appelant  x,  y,  x',  y  les  coordonnées  des  deux  cen- 
tres 

c~1Í:\x'''    V~Y.\x'^'     c~Y\y^'     c'       ilY?/^' 
et,  en  écrivanl  la  relation  de  perpendicularité 

cetle  équation  exprime  que  les  deux  centres  des  forces  paral- 
lèles  sonl  conjugues  par  rapport  íi  1  Cllipse  iniaginaire 

X  V 

(68)  A^+B^+'=^' 

que  M.  Dauboux  a  appellé  ellipse  cenlrale. 
Donc 

Les  centres  des  coinposantes  parallUes  a  ileux  directions  rectan- 
gulaires  quelconques  sont  conjugues  par  rapport  a  Uellipse  cenlrale. 

Considérons  niaintenant  les  coniposantcs  noruialcs  \\  H.  Elles 
se  réduirout  ii  deux  forces  K,  et  —  K,  de  points  d'applicalion 
^,  r,,  s;  ^'i  "V'  h'  ^^  théorème  des  nioiuents  donnc 

K(^-í';  =  «i:Xce.     K  (■/]  -  r/)  = -^^Yy,     Kr.-'^')  =  f>- 

Ainsi,  le  couple  auquel  se  réduisent  ces  coniposantes  a  leur 
bras  parallèle  au  plan  central.  Si  l'on  transporte  ]'()rigine  de 
ce  bras  au  point  central,  il  será  ^■  =  r/  =  s'  =  0,  et  par  consé- 
quent  ^  =  0,  et  Ton  aura 

((•)<))  K^  =  «iXx,     Kr|  -=  i-V?/, 

a  et  h  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  direction  des  conipo- 
santes fait  avec  les  axes,  et  c  =  0,  c'est-à-dire  a^-^b'''=  I. 

Considérant  deux  directions  rcctangulaires  définies  par  les 
cosinus  «,  b,  «',  b\  on  obtiendra,  pour  Ics  couples  correspon- 
dants 

ao!  A'  bb  =0, 
K-/i  =  Z.lY^,     K'r/  =  ^'1Y?/, 


et  par  conséqueni  Ton  aura 


A2  ^  B« 


8:í 


Donc 

Les  bran  des  couples  correspondants  a  deux  directions  rectangu- 
laires  des  coinposantes  sont  deux  diatuUres  conjtiguées  de  Vellipse 
centrale. 

Des  lorinules  (61)  et  (69),  on  déduit 

^1  ^  ^l     y-^'') 

Supposant  que  le  bras  du  couple  soit  pris  égale  a  1,  K  re- 
présenlera  la  force  du  couple,  et  ré([ualion  precedente  exprime 

qu'un  vecteur  ( x^i  ) .  porte  dans  la  direction  du  bras,  será  le 

semi-diamètre  de  Tellipse 

(-0)  Ar  +  -|r=i 

qu'on  déduit  de  Tellipse  centrale,  eu  changeant  de  signe,  dans 
l'équatioji  de  celle-ci,  le  terme  lout  connu. 

Coniuie  Ton  vérifie,  facilement,  Tellipse  définie  pai"  l'équation 
(70)  est  Tellipse  de  réductioti  de  Damel  da  Su^va. 

Supposant  qu'on  décompose  cliacune  des  forces  du  syslèine 
en  Irois  aulres,  pai"allèles  à  t)'ois  directions  rectangulaires, 
M.  Darboux  établit  les  suivantes  propositions : 

Toutes  les  foi  ces  du  systhne  se  réduhenl  a  trois  forces  reclcnigu- 
laires  appliqui  es  en  trois  points  du  plan  central  qui  sont  les  som- 
mets  d'un  Iriangle  conjugut'  par  rapport  a  la  courhe  centrale. 

Si  Vune  des  trois  directions  rectangulaires  est  parallcle  a  H,  les 
forces  seront  réduites  a  cette  resultante,  appliquée  au  poinl  central, 
et  a  deux  couples  de  forces  perpendiculaires  entre  elles  et  a  R,  et  de 
bras  diriges  suivant  deux  diametres  conjugues  de  la  courbe  centrale. 

(A  suivre.) 


QUELQUES  APPLICATIONS 
DE  LA  FORMULE  INTÉGRALE  DE  FOURIER 

PAR 

M."'  A.  M.  MOLINARI 

à  Rome 


La  formule  inlégrale  de  Fourier,  sur  laquelle  j'espère  de  re- 
vcnir  bienlòt,  se  prèle  Irès  bien  a  rintégralion  de  certaines 
imporlaiUes  équalions  difltTeiilielIes  dans  un  doniaine  limilé 
cnlie  deux  plans  parallèlcs,  ou  memo  dans  un  domainc  piau 
limilé  enlre  deu.\  droiles  parallèles. 

l.Q  formule  se  prèle  à  la  résolution  des  problèmes  que  les 
allemauds  uommeut  I\a?<d\veutaufgabe. 

(>es  queslious  ne  sont  plus  des  queslions  nouvelles;  il  est 
toulefois  remaiquable  qu'en  avauçaut  dans  le  temps  elles  ne 
viellissent  ])as,  se  rallachanl  chaque  jour  plus  a  la  pralique. 

Dans  le  but  de  faire  une  publication  modesle,  mais  utile,  je 
veux  maintenant  exposer  des  exemples. 


Je  vais  commencer  par  rintégralion  de  Téquation 

dans  le  doniaine  des  ordonnées  z  posilives,   quand  on  connait 
les    valeurs    que   celte   fonction   u{x,y,z)   prend    dans  chaque 
point  du  plan  3  =  0. 
Soit 

U  (se,  y)  =  u  (íc,  y,  0) 

el  je   suppose  U  (a?,  y)  salisfaisanl   à   des  conditions  suffisam- 
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ment  larges  pour  que  Ton  la  piiisse  appeler  une  fonclion  arbi- 
Iraire  (*). 

.le  vais  rappeler  la  Ibinuile  intégrale  de  FoiíniER  dans  le  cas 
de  deux  variables. 

Elle  est  la  suivante 

.le  pose 

( 2 )  Ji{x,y.z)=  //'/a'/,^  A  ( « ,  ,3)  e'"''-  +  '?y  -  -  83 

-  oo 

et  jc  tache  à  délermiuer  A  («,,3)  et  le  parainèlre  f  de  sorte  que 
rintégrale  (2)  ait  une  signifiralion  precise  et  que  les  autres  con- 
dilions  soient  vérifiécs. 

l>e  clioix  de  "(  nous  servira  pour  verifier  Téíjualiou  (I)  et  la 
formule  de  Kourieu  nous  servira  pour  la  condilion  aux  limites. 

Dans  cet  ordre  d'idées  je  p«jse 


et  puis  je  pose  encore 

^'^    -00 

d'oCi 

J      +  00  J-  O) 

(4)  u  (x,  y,  0)  =  --^  ffc/adliJJ{]{^,  -q)  /'4-^-^)  +  ^'?(2/— O  d^d-q. 

^"^^-a>  -00 

La  condition 

U  (x,  y)  =  u  (x,  ?/,  0) 

est  donc  évidemment  verifiée  lorsque  je  prends 

(5)  u  {x,  y ,  z)  ■■=  r^jjy({^<l}j'fyi  'H  ■  -q)  e'''  (-^  -  ^)  + '?  (U  -  "O  - '"  d^dr^ 


(')  Au  snjet  dcs  conditions  à  lesquelles  doivent  s<atisfaire  ces  fonctions 
(notainment  à  riufini)  on  pourra  consultei-  avcc  profit  les  travaux  suivants  : 

Pringsheim,  Jahresberichbe  der  D.  Math.-Vereiniguny ,  1907. 

Orlando,  Bendiconti  Accademia  dei  Lincei,  1908  et  1909. 

Graziani,  id.,  id. 

Pringsheim,  Math.  Annalen,  1910. 

Tout  cela  est  cxposé  méthodiquement  dans  un  Cours  de  Physique  Ma- 
theniaíiqne  que  M.  Orlando  a  developpé  dans  l'Université  de  Roíne, 
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Derivant  sans  le  signe,  ce  qui  est  permis  quand  U  vérifie  cer- 
taincs  conditions  bien  larges  (*),  resulte 

^'^u  =  O . 

Toutes  les  conditions  sont  ainsi  satisfaites  et  j'ai  determine 
une  solution  de  A%  =  0  dans  un  demi-espace  lorsque  je  connais 
a  1 'avance  les  valeurs  de  la  fonction  au  plan  limite. 


II  est  remarquable  qu'en  appliquant  ces  procedes  au  dcmi-plan 
?/]>0,  limite  par  la  droitey=0,  on  trouveune  difficulté  imprévue. 

En  eflet,  avec  les  mémcs  hypolhèses  et  les  mèmes  conditions, 
on  devrait  écrire 

u{x,y)^J  k  («)  /«* + '^y  da     ,3  =  a 

~  00 

1      +  CO 

~^"   -  GO 
1+00        +00 

u  (íc,  0)  =  ^^f  da  /•  U  (E)  e'''  (^-  =)  í/; 

""■  -00       -  00 

(6)  u  {x,  i/)  =  -—  f  da/v  (^)  e'"- i^-z)^W d"^ 


'  -  00      -  00 


mais  y  est  toujours  positif,  la  grandeur  a  varie  entre  — gc  et 
-f  GO ;  par  conséquent  il  faut  conclure  que  pour  «  =  -]-go  Tinté- 
grale  est  divergente. 

Pour  conserver  la  convergence  de  Tintégrale,  il  est  donc  né- 
cessaire  d'écrire 

P  =  ±a, 
c'esl-à-dire 


(') 


Ím  (a?,  y)  =  ^^^  f  da  f  U  (^ )  e'"'-  («=-  ^)  "f  '^2/  d^  + 

]  '^''^-00        -CO 


1  I  +  oo     +  oc 

f  +  -^-  ./■ '/«  /  u  (^)  e'''  i-^-i)-  '^y  de, , 

i  ^"^    o        -'oo 

(>ela  résout  évidemment  le  problème. 


(•)  8ur  cela  j'in8Í8terai  dans  une  autre  occaeion. 


Maiiitenant  je  siipposc  de  coniiailre  daiis  Ic  dejiii-espace  dcs 

z>0,    au    plan    limite   les  valeurs  dii    „      avec    des   liniitalions 
analogues  aux  precedentes  et  j'écris         ^ 


I/) 


Si  j'appliqiie  les  nièmes  procedes,  je  trouve 

du  _     l 

67  ~  Tr^ 


CS  (      —  00  +  OD 

(8)       ^'^  =  -jl~Jf(/ar/^IJ[]'  (í,  -q)  ,í^4-^-e)+^"?(.'/— O  "'^^  r/^^/q  . 

'  CO  -  00 


Inlegiant  par  rapport  hz,  de  façon  à  rendre  toujours  finie  la 
íbnction  placée  sous  lintégiale,  ou  trouve 

í  ^  (^%  y^  ^)  = 

(9)        I        1  -=^  "*"<*       ^       g'í^-(^— ç)  +  í'?(2/— -1)— "^2_  I 

l       ^'"  -  CD  -  a  I 

Je  développe  eu  serie  le  numérateur  du  rapport 
gia{x—^)  -[-  i'^{y—T^)—(z  _  j 

(>o) 

et  je   m'arrète  dans   ce  développenient   au  premier  lerrne:   je 
trouve  ainsi 

ia  (x  —  ^)  -1-  /p'(?/  —  •/])  —  Y^  +••  • 

T 
et  encore 


i 


^,-.  (^-  ^)  +  /  -~4-^.  iy  --n)-^  + 


(^elte  cxpressiou  reslc  riiiie  f[uelles  que  cc  soient  les  valeurs 
de  a,  p,  eu  pailiculiei*  pour  a— O,  p  =  0. 

Pour  a^oo,  [5  =  00  il  est  évident  que  lo  rapport  (10)  dcvient 
infiniinent  petit. 


Si  connaissant,  sur  Ia  droite  y  =  0,  la  derivée 

fdu(x^^      =U'(«.) 

,'applique  ces  piocédés  au  deiui-plan  i/>0,  je  trouve   une  dif- 
ficulté  analogue  à  celle  du  cas  canonique. 
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En  effet  on  devrait  écrire 

(11)        ô^i^  _  l^^fdaTx}'  (^)  é'^-  (^-^ + '^y  <ik 

I   +QC     +00             ^»'z(a;— ^)+a2/_  1 
(12)  t.  (a-,  2/)  =  .     /^a/  U'  (^) de, 

-^'^-CK        -GO  " 

mais  y  esl  loujours  positif,  la  grandeur  a  varie  entre  —  cc  et 
+  00,  il  faut  donc  conclure  que  pour  a  =  -[-00  Tinlégiale  est 
divergente. 

Alors  pour  conserver  la  convergence  de  Tintégrale  il  est  né- 
cessaire  d'écrire 


,  ,  '  "^  '•  -  CO        -    GO  ^ 

'        1  1   +0C     +GO  J(y{x — z)  —  «y       I 

1  ^^    o  -H  00  « 

Le  rapport 


et'y{x-^)±rjy_  j 


reste  finie  pour  a  =  0;  en  effet,  si  je  développe  en  serie  le  nu- 
mérateur,  je  trouve 

— ^ -i(x-^)±í/-^  ... 

Pour  les  aulres  valeurs  il  n'y  a  pas  de  discussions  a  faire. 


Je  veux  maintenant  intégrer  la  mêine  équalion  différentielle 
(I)  A%  =  0 

mais  entre  deux  plans  parallèles  et  entre  deux  droites  parallèles 

I  quand  on  connait  les  valeurs  de  la  fonction  u{x,y,z)  aux 
plans  (ou  droites)  limites; 

II  quand  on  donne  sur  les  deux  plans  (ou  droites)  limites  les 
I  A       ^" 

valeurs  du   „    ; 
vn 
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III  quand  on  connait  u{x,y,z)  sur  Tun  des  plans  (ou  droites) 


du  ,, 

et  ^^-  sur  1  autre. 
on 


l 


Je  suppose  que  Ton  connait  aux  plans  limites  z  =  h,  z  =  —  h 
de  notre  domaine,  les  deux  fonctions 

\^v{x,y)  =  u(x,yji} 
\Ji{x,y)  =  u(x,7j,  —  //) 

salisíaisant  "a  des  conditions  suffisaniment   larges  pour  que  lon 
les  puisse  appeler  tonctions  arbilraires. 
Je  pose 

( 1 4)  w  (a?,  y,  z)  =  /-Jjí^i  (a,  P)  ^'''+  Aâ  («,  .3)  e-'']  /^^  +  '>  rW,3 

dans  celte  formule  Ai,  A-2  sont  deux  fonctions  inconnues,  que 
je  tache  à  détern)iner  de  sorte  que  Tintégrale  (14)  ait  une  si- 
gnification  precise  et  que  sur  les  plans  limites  elles  vérifient 
ridéntité  de  Fourier. 

Le  choix  de  (  nous  servira  pour  Téquation  (t)  et  nous  poserons 


Pour  déterminer  Ai  (a,  [5),  Ag  (a,  ,3),  il  est  bon  d'écrire  le  sis- 
tème  d'équations 

Al  (a,  p)  e'^'  +  A.  (a,  p)  ^"'^^  ^  jJUi  (S,  r.)  e-'''<-''?''  dldf, 

-GO 

ks.  (a,  ,3)  e-^^'  +  A,  (a,  p)  e^^'  =ffV^.  {^  r,)  e~'''<-'i^-'i  d\dr, . 


Je  veux  maintenant  considerer  f  O  cl  résoudre,  dans  celte 
hypothèse,  le  sistème  precedent  relativemeut  aux  inconnues 
Al,  As,  et  je  trouve 


+  oo 


A.(o^.P)=-i.p~'-32w/A''"L-,(5.-^) 

e      ■ —  e  -  00 


-  e-^^  U.2  (^,  Tj)]  é-'^-'^''i  d^dr^ 

\  +00 

6  f  -  GD 

-  e+  '^^'  l J2  (^,  -0]  e- '^'^ -  '^'^  d\dr^ . 
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En  subslituant  ces  valeurs-ci  dans  Téqualion  (14),  on  trouve 
I  i    -ry:  +aoj-;í(s  +  /0_,-T(24-A) 

g2i/í_g-2í/í  -     'J 

J'observe  que  pour  a  =  0,  P  =  0,  il  est  aussi  7=0,  mais  dans 
ce  cas  les  deux  quantités 


(16) 


,m_,-2i7. 


resient  fiiiies:  en  efTet,  faisant  le  rapport  enlre  la  dérivée  du 
numérateur  et  celle  du  dénoniinateur,  on  obtient 

"^^  ^2T/í  ^  ^-2TÃ         ■'     ^2r^  ^m  _^  g-  2TA 

et  quand'il  est  '{  =  0  alors  les  deux  expressions  precedentes  de- 
viennent 

Z'\-  h         z  —  h 

T/T'"   ~2Ã"; 

quantilés  toujours  finies  dans  le  domaine  que  j'ai  considere;  on 
peut  ainsi  òter  la  restriction  7=0. 

Dans  le  poirit  a=  oc  [5=  cc,  il  est  aussi  7=  cc;  mais  quaud  z 
reste  enlre  les  deux  plans  parai lèles  — /z,  h  les  deux  fraclions 
(16)  deviennent,  conune  il  est  évident,  iiifininient  peliles  dordre 
infini. 

Dans  les  conditions  (peu  restriclives)  dans  lesquelles  nous 
nous  mettons  est  possible  dériver  sous  le  signe,  par  rapport  à 
X,  y,  z,  le  second  menibre  de  la  formule  (15)  dans  chaque 
point  du  domaine  limite  par  les  plans  parallèles 

z  =  h     z  =  —  h: 

on  voit,  alors  que  A^w^O  et  les  antres  condilions  aux  limi'cs  sont 
aussi  verifiécs  par  la  formule (lò),  c'est-à  dire,  la  fonction  u{x,y,z) 
ainsi  déterminée  verifie  eflectivement  les  conditions  données. 
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II 


Je  suppose  de  connaitre  sur  les  piaus  qui  limilenl  notre  es- 
pace les  deiix  fonctions 

Avec  le  même  procede  je  trouve 


(H) 


^2TA  __  ^-2TA 


II  faut  observei*  que  le  second  uiembre  de  la  formule  (17)  est 
une  fonctiou  continue  de  x,y,  z  dans  chaque  point  du  doniaine 
et  des  piaus  limites. 

Intégrant  par  rapport  à  z,  de  façon  It  rendrc  toujours  finie 
Ia  fouction  placée  sous  Tintégrale,  on  trouve 

u  {x,y,  z)  = 


+  30  +  CC 


18) 


=,-.-i/"''«'Ai/:/ 


4- 


I  gi'c<(j^-?)  +  '?(2/--i)+"i(z+''0 -L gí^4«-ç)+«*?(?/-^/)-"Ksf A)_2 


l^ii5,-^i) 


g'2T/í  _  g— 2í'i/i 


-^'2(^,-0- 


^•2TA_,-2TA 


J^fl^yj. 


Je  développe  mainlenant  en  série  les  uumérateurs  et  les  dé- 
nominateurs  des  expressions 

g?«  (a;  -  a '  +  íp  (2/  -  r,)  +T  (z-f  A)  _|_  gZc<  (x-^j-f  »?  (y-r,)  -T  (2  f^)  _  2 


(19) 


^'^Y/í_g-2TA 


,íc((a:— Si-f  í^(y-r,)+T(-2-/i)_^gi^(x-aJ+i?(?/-v,)  — t(2-A)_2 
,2TA_,-2TÃ    - 


et  je  m'arrète  dans  ce  développement  aux  premiers  termes;  je 
trouve  ainsi 

2?a(a;-e)-f2?P(3^--/i)+... 
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et  encore 

Cette  expression  reste  flnie  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
a,  fi\  en  particulier  pour  a  =  0,  |5  =  O  les  expressions  (19)  res- 
tent  bornées. 

Quand  «  =  +  0^1  ^  =  +00,  alors  será  aussi  Y  =  i  <3^»  mais  les 
rapports  (19)  deviennenl  infiniment  petits  d'ordre  infini,  dans 
chaque  point  du  domaine  considere,  c'est-a  dire  pour  toutes 
les  valeurs  de  z  contenues  entre  — //  et  h. 

On  voit  ainsi  tpie  Tintégrale  est  continue  et  qu'on  peut  la 
dériver  indéfininient  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z  conte- 
nues dans  notre  domaine. 

Si  je  derive  la  formule  (18)  rapport  à  z  et  si  je  lemplace  z 
une  fois  par  h  et  une  auti'e  par  — /?,  je  retrouve  alors  la  for- 
mule de  FouRiER,  c'est-à-dire  que  les  conditions  aux  piaus  limites 
sont  satisfailes,  et  dérivant  sous  intégrale  je  trouve 

(1)  A2íí=0. 

Ill 


uix^y.  h)  =  \)^{x,yy.     (^-"-^1^' '-^) ^U;^2 {X, y) 


Je  connais  les  deux  fonctions 

(du  {x,y,  zy 

'z  =  -h 

aux  plans  limites  z  =  h,  z  =  —  //. 
Je  pose 

(20)     u {x,  y,  z)  =  j^ffcUd^  [Â ,  (a,  j5)  J^  +  Aa  (a,  [5)  e-^^]  í^'«^+'P2/ 

et  je  tache  à  déterminer  Ai(a,  |3),  Ai  (a,  p)  et  le  paramètre  y  de 
sorte  que  Tintégrale  (20)  ait  une  signification  precise  et  que  les 
autres  conditions  soient  vérifiées, 

Le  clioix  de  '{  nous  servira  pour  1'équalion  (1),  et  la  formule 
de  FouRiER  pour  les  conditions  aux  limites. 

Dans  cet  ordre  didées  je  pose  encore 


A,  (a,  p)  J^*  f  Aâ  («,  i3)  e-^^'  -=''jf^i  (^-  'i)  e-'^^^-'h  r/^dr^ 

'-'oc 

vAi  («,  ,3)  e-^''  -  yA2  («,  P)  e+'^^'  -}7u'2  (^,  rj  e" »^^í " ^'^ V?í/r^ 
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d'o{i  j'obtiens  pour  "(=1=0 


1  -!-  CC 

1  +00 

Subslituant  dans  réquation  (20)  je  trouve 

/  I    +3C  +Qop  V(2-|-/A   ,         Y(;:  +  /í) 


2T/í   I   —  2ÍA 


/  1+30  +  00  p 

(21)  / 

1  .       J(2-A)     p-K^-^OT 

(  Y(e2íÃ^g-2TÃ)     J 

On  voit.  par  une  disciission  analogue  !i  la  précetlenle,  que 
u{x,y,z)  cst  une  fonclion  conlinue  et  derivable,  sous  le  signe, 
poui'  toules  les  valeurs  de  íc,  ?/,  z  conlcnues  dans  nolre  do- 
niaine,  qu'elle  salisfait  aux  conditions  aux  plans  limites  et  a 
A"2w  =  0;  c'est  dono  la  fonction  cherchée. 


L'applicalion  de  ces  procedes  h  une  partie  du  plan  limite 
entre  les  deux  droiles  parallèles  7  = //,  y  =  —  h  ne  porte  pas  à 
des  difficultés  pour  la  convergente  de  Tinlégrele  comme  le  cas 
analogue  du  denii-plan. 

I 

Je  suppose  de  connaitre  les  valeurs  que  la  fonction  u{x,y) 
prend  dans  chaque  point  des  droiles  limites 

u  (x,  //)  =  Ui  (x) 
u  (£C,  — h)  =  \  -2  {x) 

Uj  (íc),  Ij2  (x)  sont  toujours  deux  fonctions  arbitraires. 
Je  pose 

(22)  u  (x,  y)  =  ^_  f(/rx  [Al  («)  /'y  -f  A2  («)  e-''y]  «'«-^ 


í)i 


et  je  tache  à  déterminer  Ai  (a),  Aa  (a)  de  sorte  que  l'intégrale 
ait  une  signification  precise  et  que  les  autres  conditions  soient 
vérifiées, 

Dans  cet  ordre  d'idées  je  pose  encore 

Al  (a)  e''^'  +  A.  (a)  e-''-^'  =  f  Ui  (?)  e-'''^  dl 

+  cc 
Al  (a)  e-''-^  +  Aa  (a)  i'^  ^  f  Uâ  (^)  e-'"'^  c/r 

-  00 

í  —  c  —  Cf> 

1  +  cc 

^'-  («)  =  ^Z-=25r_/^- ""  ^'  (^)  -  ^+'^" » '^  (^)J  '''^ 

d'()u 


00      -00  e    ■    — « 


/^^(^-ç),/^. 


Pour  a  =  ií^  les  deux  rapports  sous  le  signe  prenncnt  une 
forme  indélerminée,  mais,  cependant  et  la,  si  je  derive  les  nu- 
mérateurs  et  les  dénominateurs,  je  trouve 

yj^h  Ê«(y  +  ^')  +  e- a (2/4-^0 
Ih  g'2aj^_j_g— 2a?/ 

y  —  h    e^í^Z-^O  +  g-^fíZ-^O 

Ces   deux    expressions    sont  finies  quand  y   est  comj)ris  entre 
— k  et  h. 

Pour  a  =  +  20  les  rappoits  sous  le  signe  deviennent  infini- 
nient  petits  d'ordre  infini.  La  mème  discussion  que  tout-à-lheure 
me  permet  de  conclure  que  u{x,y)  est  vrainient  la  lonction 
cherchée. 

II 

Si  Ton  suppose  de  connaitre  aux  droites  limites 
\      Sff      ly^^      '     \      dy      ly^.^k 
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et  si  Ton  applique  le  mèine  procede,  Vou  irouve 

(24) 


e^'^-h-e- 


2.k"-  ^''  (^) 


g2<xh  _  g- 2SF 


ÍJ'2  (^) 


í''^(^-^)í/^. 


Avec  une  intégration  par  rapport  à  y,  notre  fonction  prend 
la  forme 


+  OC        +00 


h  õ^  /■  í/» ./ 


(2b)/     27: 


i:'i(^) 


a 


-  GC       -  00  ^  ^ 


é'-^-'^ií^. 


Je  développe  eii  serie  les  nuinéraleurs  et  les  dénominateurs 
des  expressions 


^a  (y  4  h)  _[_  g—  7.  (?/ -f  A j  _  p.n.h  _  g—  2o(/<    | 


(26) 


et  je  li  ouve 


g2a/í g — 2aA 


2/  —  /o  -I  g  —  a  (?/  —  /')  _  g2c(/í  _  ^—  2c///    I 


^2a/t  _  ^ —  2a/< 


(3/fA)-^«2^...-4aV.-^+... 
a(4/í.a  -j"  .  .  .) 

a(4iy/^-f- .  .  .) 

Elles  restent  finies  pour  a  =  0. 

Quand  « =  co  les  rapport  (26)  devienncni  infiniincnt  petits 
d'ordre  infini. 

La  méme  discussion  répetée  assez  de  fois  me  permet  encore 
de  conclure  que  ti{x,y)  c'e.st  vraiment  la  fonction  cherchée. 


06 

III 

Je  cunnais  les  deux  fonctions 


.(../,)=t,(.)  (^I^J)   . 


?/  =  —  /< 

aux  droites  limiles  y  =  h  y  =  —  h. 
Je  pose 

(2  7)         u{x,y)  =  ^    f  da  [A,  (a)  e^^V  +  As  (a)  e- ^-V]  /«^ 

et  je  tàclie  à  détérniiner  Ai  («),  A -2  (a)  de  sorte  que  Tintégrale 
ait  une  siguificalion  precise  et  que  les  autres  conditions  soient 
vérifiées. 

Dans  cet  ordre  d'idées  je  pose  encore 

Al  (a)  e^^'  +  A2  (a)  e-""^  =  f  \y  (^)  e-^''<  dl 

-  OD 
■i-OC 

«Aâ  (a)  e-^^' -  aki  (a)  e-r «^^  =  f  \\;,  (2)  ^-'^^S  J^ 

-  GO 

A.2  (a)  =  —    — ^  ^[ai:,  ('^),-«/'  -  l]',(^).«'']  .^"«(-'-S),/; 

doíi 


I  +00     +  cor  ^    e'Ay^h) 

^^~co     -udL  aíe''"' 


(98)    ;  -   -^  "(^     +^       ^ 

On  voit,  par  une  discussion  anologue  a  la  precedente  que 
u  (x,  y)  est  une  fonction  continue  et  dérivable,  sous  Tintégrale, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  contenues  dans  notre  domaine, 
quelle  salisfait  aux  conditions  aux  droites  limites  et  \\  A%  =  0; 
c'est  donc  la  fonction  clierchée. 


QUELQUES  OBSERVATIONS  NOUVELLES 
SUR  LA  CONTINUITÉ  DES  SÉRIES 


PAR 


L.  Orlando 


J*ai  déja  observe  dans  ces  Annales  que  la  condition  de  con- 
linuité  des  séries,  donnée  par  iM.  Arzela,  peut  se  simplifier;  mon 
but  est  raaintenant  celui  de  mieux  entrer  dans  Tesprit  de  la 
question,  ce  que  rendra  la  question  méme  encore  plus  facile. 

Supposons  que  les  fonclions  wi  (íc),  u^{x),  uz  (x), íor- 

ment  une  série 

( ( )  s{x)^U{  {x)  +  «2  (a?)  +  W3  (a?)  + 


qui  soit  convergente  dans  tout  point  d'un  intervalle  fini  (a,  h), 

Supposons  encore  que  les  tonctions  u\  (íc),  «2  {x),  «3  (a?), 

soient  continues  h  droile  du  point  ^  de  cet  intervalle.  En  écrivant 

(2)  Sn  {x)  =  wi  {x)  +  «2  (a?)  + +  w„  (a?) 

(3)  U„  (a?)  =  w„+i  (a:)  +  w„+2  (a?)  + , 

nous  imposerons  la  condition  suivante: 

I.  Le  nombre  positif  s  étant  tixé,  si  petit  que  Tont  veut,  il 
existe  un  nombre  positif  k  et  un  nombre  naturel  n  de  te!  sort 
que,  pour  toute  valeur  de  x,  appartenant  à  Tinlervaile  («,  b)  et 
vérifiant  la  condition  x — ^^^  soit  R„(a?)<;£.  Parmi  ces  a?  il  y 
a  ^  évidemment  compris. 

Cette  condition  I  est  nécessaire  et  suffisant  pour  que  s[x) 
soit  continue  ii  droile.  La  suffisance  est  evidente.  Pour  demon- 
trer  la  necessite,  observons  que  Ton  peut  bien  déterminer,  à 
cause   de  la  convergence  en  'c„  un  nombre  n  tel  que  Ton  ait 

^ni^)<C,-7-.    Mais  Ton  pourra  houver  (si  Ton  nie  la  condition) 

VoL.  vn  — N°2  3 
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tout  prés  que  Ton  veiit  de  ^  un  íc^;;  tel  que  l'on  doit  écrire 
R„(a;)>£,  or,  pour  £c  et  ^  suffisamnient  peu  dliFerents,  on  a  |e 

droit  d'écrire  I  5„  (a^)  —  «„  (ç)  [  <[— ,  donc  il  reste  toujours  a  fran- 

chir  une  discontinuité  ^-x-. 

Voyons  ce  que  nous  avons  obtenu  avec  ce  llié()i'ème.  Nous 
n'av()ns  pas  considere  Tintervalle  (a,  b),  mais  séparément  ses 
points;  toutefois  nous  avons  obtenu  Ia  faculte  de  prendre  h 
partir  de  a,  vers  droite,  un  petit  intervalle  k[.  dans  lequel  la 
condition  subsiste;  puis  du  but  de  cet  intervalle  nous  pourrons 
prendre  un  autre  intervalle  k±,  et  ainsi  de  suite.  Ça  nous  anie- 
nerà  ou  \\  h  après  un  nobre  fini  de  petits  intervalles,  ou  bien  à 
un  point  limite  \  (qui  pourra  bien  ètre  h). 

Le  point  X  cesse  d'exister  si  Ton  suppose  la  continuité  dans 
les  deux  sens  (droite  et  gaúche)  et,  dans  Ténoncé  I  on  subs- 
titue  X  —  \'^k  par  |  a;  —  E|^^'« 

Alors  on  couvrira  lintervalle  («,  h)  par  un  nombre  fini  de 
de  petits  intervalles  /•,  et  l'on  relrouvera,  d'une  manière  abso- 
lunient  spontanée,  la  condition  d'AnzELA. 


LA  NOTION  DE  TEMPS 


Bazilio  Telles 


Quel  sens  donner  au  mot  tenips? 

Est-ce  que  succession  et  siniultanéilé  seront  des  intuitions  di- 
rectes,  ou  bieri  des  inférences  de  Tespril?  M.  H.  Poincaré  dont 
]'oeiivre  recente  La  Valeur  de  la  Science  m'a  poussé  a  formulei' 
ces  questions,  affirme  que  «uous  navons  pas  Pintuition  directe 
de  la  simultanéité»,  et  dans  un  autre  passage  du  nième  clia- 
pitre  H,  que  la  nolion  de  temps  est  relativenient  claire  pour  le 
monde  intérieur,  que  nous  distinguons  bien  rantériorité  de  la 
postériorilé  —  le  présent,  du  passe  et  du  futur.  La  double  diffi- 
oulté  ne  commence  —  continue-t-il  —  que  quand  nous  voulons 
passer  de  la  notion,  purement  qualitative,  du  temps  psycholo- 
gique  à  «celle  du  temps  scientifique  et  pbysique»,  du  temps  qua- 
litalif  au  temps  quantilatif,  et  de  la  sphère  de  notre  conscience 
personnelle  à  d'autres  consciences  et  à  celle  du  monde  extérieur. 

II  affirme  encore  que  nous  n'avons  pas  Pintuition  directe  de 
Tégalité  de  deux  intervalles  de  temps,  c'est-à-dire,  que  nous  ne 
savons  mesurer  le  temps  qu'au  moyen  de  régies  multiples, 
toutes  laillibles  et  que  nous  n'employons  (jue  pour  des  raisons 
de  commodité. 

II  y  a  donc,  dans  les  allusions  que  nous  venons  de  faire  à  lun 
des  problèmes  discutes  dans  son  remarquable  travail,  divers 
aspects  de  ce  problème  que  lon  ne  peut  cojnprendre  lacilement 
qu'it  la  condilion  d'ètre  nettement  separes.  Séparons-les. 

Le  premier  c'est  la  simultanéité.  Psychologiquement,  M.  PoI^- 
CARÉ  admet,  et  avec  raison,  que  cetle  notion  est  claire,  on  dirait 
mieux  peut  ètre,  un  fait  intérieur  irréfutable;  par  conséquent 
une  aperception  immédiate,  ou  dans  son  langage,  une  «intuition 
directe»  de  Tintelligence  de  cliacun.  Mais  qu'entendons-nous 
par  simultanéité  dans  le  monde  cMérieur?  Que  veut-on  dire  en 
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affinnant  que  deux  phénomènes  sont  simiillanés?  Et  la-dessus 
il  rejeite  la  définition  courante  qui  prétend  que  l'on  doit  con- 
sidérer  coninie  simultanés  deux  phénomènes  reversibles,  c'est- 
h-dire,  dont  Tordre  de  succession  peul  èlre  inlerverli  li  volonté. 
Paroe  que,  coninic  IM.  Poi.vcAnK  le  íail  três  justement  remar- 
quei", cette  dêlinition  ne  peut  pas  s'appliquer  à  deux  phéno- 
mènes j)roduits  a  de  grandes  dislances  l'un  de  Tautre:  on  ne 
peut  pas  mème  savoir  dans  cette  hypolhèse  ce  que  reversibilité 
signifie, 

D'ailleurs — ajoute  t-il  —  e'est  dabord  la  succession  mème 
qu  il  faudi'ait  definir.  On  doit  toutefois  ajouter  que  IM.  Poincarí: 
a  quelques  doutes  sur  rantériorilé  logique  de  la  nolion  de  suc- 
cession Il  celle  de  la  sinmltanéité,  assurant  qu'il  est  difficile  de 
séparer  le  problème  qualitalif  de  la  simultanéité  du  problème 
quantitatif  de  la  mesure  du  temps.  Difficile  —  remarquons  bien; 
il  n'affirme  pas  que  ce  soit  impossible.  Cest  une  concession 
fondamenlale  dans  le  débat  et  la  résolutiím  de  cet  intéressant 
problème.  Paice  qu'il  me  semble  aussi,  comme  Téminent  homme 
de  science  ladmet  indirectement,  qu'une  lelle  séparation  est 
possible,  et  dans  certains  cas  determines,  qu'elle  est  non  seu- 
íement  facile  mais  encore,  si  je  ne  me  trompe  pas,  qu'elle  s'im- 
pose  d'elle-méme. 

La  simultanéité  nous  apparait  alors,  comme  pour  le  monde 
intérieur,  un  fait  inéluctable,  une  perception  immédiate,  une 
intuition  sinon  directe,  indirecte  de  lintelligence  de  chacun. 
Je  ne  ci'ois  pas  qu'elle  présuppose  la  succession  et  encore 
moins  la  mesui'e  d'un  temps-,  mais  je  veux  bien  admettre  qu'elle 
soit  une  notion  éclairée  et  complétée  dans  Tesprit  par  celle  de 
succession,  dans  dautres  termes,  que  les  deux  idées,  comme 
il  arrive  a  bien  d'autres,  soient  corrélatives,  de  sorte  qu'une, 
aide  à  préciser  mieux  Tautre.  Ce  qui  me  semble  égalcment 
incontestable  c'est  qu'elles  soient  toutes  deux  indépendantes 
de  la  mesure  dun  temps  quelconque  dans  les  cas  auxquels  je 
fais  allusion,  et  que  Tune  d'elles,  au  moins  la  première,  puisse 
aussi  se  présenter  ;i  Tesprit  sans  confusion  ni  obscurité,  indé- 
pendamment  de  Tautre.  Pour  moi,  simultanéité  et  succession  de 
deux  ou  plusieurs  phénomènes  sont  des  données  élémentaires 
de  Texpérience  subjective  et  objective,  et  par  conséquent  deux 
inluitions  directes  ou  indirectes  que  Tintelligence  de  Tobserva- 
teur  est  obligée  de  recevoir  telles  quelles.  Ce  qui  peut  se  pro- 
duire  c'est  que  les  deux  notions  ne  soient  pas  également  claires 
et  ligouieuses  pour  une  intelligence  d'élite  ou  pour  une  intel- 
ligence  vulgaire,  pour  une  personne  culiivée  ou  pour  une  per- 
sonne    ignorante.    Mais    il    est    évident    quune   difléicnce    con- 
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ceplive  i(lcnti(jue  existe  dans  des  notions  nioins  conlestables  que 
ceíles-ci,  celle  de  ligne  droite  par  exemple.  II  est  nième  bieii  lié- 
quent  que  rinlelligeiíce  vulgaire,  celle  d'élile  pliis  larement, 
prenne  pour  siimiltanéité  exlenie  ce  qui  n'esr,  siinultané  que  dans 
nolre  espril.  Mais  voici  une  sinjple  eneur  de  fail,  cesl-h-dire  de 
conlre  épreuve  concrèle,  (pii  ne  détiiiit  en  i"ien  la  correction 
du  eoneept,  et  par  c()nsé(|ueiit  encore  uioins  son  exislence  sub- 
jective. 

Si  Texpérience  rectifie  rerieur  c'est  précisénienl  parce  que  le 
concept  exislait  auparavani,  dans  Tesprit:  cerles,  si  elle  monlre 
succession  oú  l'on  imagine  simultanéité,  cest  parce  (pie  dans 
rinlelligence  qui  1'inlerroge,  les  deux  notions,  ou  inluitions, 
exislaienl  déjà,  et  étaient  bien  séparées. 

Personne  ne  consulte  lexpérience  pour  décidcr  enti'e  deux 
impressions  ou  sensations  dont  Tune  esl  ignoi'ée.  INI.  Poincaré 
lui-méme  le  reconnail  en  plus  (Tun  point  qu'il  discute  dans  son 
três  intércssant  travail,  celui  des  dimcnsions  de  l'cspace  entre 
a u três. 

Mais  cette  bésilalion  n'a  lieu  que  dans  (pielques  cas.  Dans 
ceux  auxqueis  j'ai  rinteniion  de  me  rapporter,  parce  qu*ils 
sont  conununs  et  accessibles  à  rintelligence  la  plus  vulgaire, 
elle  n'a  pas  lieu.  Si  le  problòme  de  la  sinudlanéité  avait  élé 
examine  en  face  de  ces  íails  courants  obseivables  par  tout  le 
monde,  et  (pii  ont  suggcré  ce  concept  ou  inluilion,  il  v  a  long- 
temps  quon  lui  aurait  trouvé  une  solution  satisfaisante. 

Ce  que  les  pbilosopbes  et  les  savants  ont  géncralemcnt  discute 
sont  les  cas  incertains,  des  ])!iénoinènes  d  une  classiíicalion  dou- 
teuse;  il  est  donc  naturel  cn  ce  qui  les  concerne  que  les  opi- 
nions  soient  discordantes.  Si  nous  partons  des  faifs  bruh  (dé- 
nomination  que  M.  Le  Rov  donne  aux  événemenls  réeis  dans 
Jeur  tiaine  complexe,  et  que  M.  Poincahk  considere  comme 
divergeanl  en  eílet  de  ce  que  le  premier  de  ces  écrivains  ap- 
pelle  des  /«//.«  Kcicntifujiies),  nous  aurons  loutes  les  probabilités 
de  saisir  la  signification  primitive,  constante,  essenlielle  de  la 
notion  dont  il  s'agit,  et  de  résouflix*  ainsi  le  problème  pour 
lequel  le  second  des  écrivains  cites  parait  ne  pas  avoir  trouvé 
une  véritable  solution,  une  solution  rationnelle.  Or,  cette  solu- 
tion rationnelle,  sinqile  épurement  de  la  solution  spontanée  ou 
iíístinctive  (jue  les  liommes  ont  trouvée,  existe.  Cest  M.  Poivcaué 
lui-méme  qui  la  formule  implicitement  lorsqu'il  écrit  que  «deux 
faits  psycbologiques  simullanés  se  lient  si  éli"oitement  que  Tana- 
lyse  ne  pourrait  les  séparer  sans  les  mutiler».  Comme  il  ne 
peut  jamais  arriver  qu'il  y  ait  entre  deux  faits  psycbologiques  une 
simultanéité  de  valeur  objective  que  Ton  ne  constate  pas  entre 
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les  deux  faits  exttiicurs  nialériels  qiii  les  onl  proToqués,  il  est 
évident,  en  eflet,  que  la  simultanéité  de  ces  deux  fails  phjsiques 
esl  aussi  indissoluble  que  celle  des  deux  faits  spiriluels  corres- 
pondants. 

On  objeclera  qu'une  simultanéité  dont  Texistence  dans  Tes- 
prit  est  irréfulable  peut  ne  pas  correspondre  à  une  simultanéité 
réelle  dans  Ia  nature. 

Nous  avons  déjà  dit  plus  haut  que  cela  pouvait  ètre.  Mais 
comnient  peut-on  raffirnier?  Évideniment  parce  qu'on  connait, 
ou  Ton  conçoil  des  cas  dans  lesquels  elle  est,  ou  peut  ètre  três 
réelle,  eííective.  Toute  la  difficulté  consiste  dono  à  distinguer 
ces  cas  dans  lesquels  aucun  doute  ne  subsiste  au  sujet  de  cette 
correspondance  affirmée.  Queis  sont-ils? 

Ce  sont  tous  ceux  :  I ."  dans  lesquels  les  phénomènes  durent, 
persistent  assez  longtemps  pour  que  Ton  ne  puisse  pas  mème  in- 
sinuer  Tidée  dune  succession  entre  les  deux;  2."  dans  lesquels, 
les  phénomènes  étant  instantanés,  Tinteiposition  d'un  milieu  ne 
produise  pas  un  retard  relatif  dans  leur  transmission  à  1'espril. 
Avant  en  vue  les  conditions  que  je  viens  d'exprimer,  la  si- 
multanéité phvsique,  ou  extérieure,  de  deux  phénomènes  pour- 
rait  ètre  définie  dans  une  approxiniation  scientifique  suffisante 
de  cette  íaçon  :  «la  simultanéité  corrcspondanle  à  sa  perception 
psYchologiquc,  si  la  difíérence  de  transmission  par  le  milieu 
intcrposé  est  inappréciable  ou  nuUe». 

S'il  faut  compter  sur  une  difíérence  de  transmission,  la  défi- 
nition  pourrait  être  aussi  exacte:  «la  simultanéité  de  leur  per- 
ception psychologique  si  Tintervalle  de  cette  perception  succes- 
sive  des  deux  phénomènes  égale  la  difí^érence  dans  leur  trans- 
mission respectivo) ;  mais  cette  définilion  a  Tinconvénient  de 
supposer  non  seulement  Tidée  de  succession,  mais  encore  celle 
de  la  mesure  du  temps, 

Pour  donner  plus  de  clarté  aux  idées,  recourons  à  des  exem- 
ples concrets.  Je  suis  assis  au  bord  d'une  rivière;  j'en  observe 
le  courant  et  la  rotation  d'un  moulin  sur  Tautre  bord.  Est-il 
permis  à  quelqu'un  de  doutei*  que  les  deux  mouvements,  de 
translation  des  eaux  et  de  rotation  du  moulin,  ne  soient  exacte- 
ment  simultanés?  Non.  Pourquoi?  D'abord  parce  que  je  reçois 
des  deux  phénomènes  deux  impressions  simultanées;  ensuite 
parce  que  des  expériences  répétées  m'ont  appris  que  la  récep- 
tion  de  deux  impressions  n'est  modifiée  en  rien  par  la  distance. 
Toutefois,  si  nous  supposons  qu'elle  se  soit  altérée,  bien  que 
dune  façon  inapj)réciable,  la  difl'érence  n'a  exerce  aucune  in- 
fluence  dans  la  continuité  de  la  correspondance  entre  la  double 
impression  recue  et  le  double  phénoniène  observe. 
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Remarquons  a  ce  propôs  qu'en  pleinc  rigueiir  cVexpressiou 
les  denx  iinpiessions  subjectives  ne  sont  pas  siimillaiiées,  mais 
successives  clans  leur  appréliension  consciente. 

Si  j'affirnie  quelles  sont  siuiullanées,  c'est  paice  qu'en  pas- 
sam alternativement  d'une  à  l'autre  je  vériíie  toiíjours  le  sui- 
vanl::  qu^elles  se  rendent  toutes  deux  indifférenunent  acluelles,, 
que  je  reconnais  leui-  actualilé  coinnie  permanente,  coinci- 
dente, juxtaposée.  Avec  deux  impressions  coi  respondantes  à 
deux  pliéní)mènes  exté)ieurs  de  produclion  non  simullanée, 
celte  aclualisation  alleinée  est  impossible,  comme  nous  ver- 
rons  bienlôt.  L'exemple  figure  est  inconlestablement  typique, 
mais  il  y  en  a  encore  un  grand  noml)re  auxquels  on  pourrait. 
avoir  recours. 

En  généralisant  et  tenant  comple  que  les  deux  phénomènes 
cboisis  sont  durables,  apparliennent  au  mème  groupe  ou  classe 
naturelle,  avec  identilé  consequente  de  transmission,  et  perçus 
par  le  mème  organe  des  sens,  la  simultanéité  physique  será  dé- 
(inie,  dans  une  deuxième  variation  d'approximation,  de  cette 
manière:  «la  simultanéité  psychologique,  si  les  deux  ou  plu- 
sieurs  phénomènes  se  produiscnt  dans  les  condilions  de  pouvoir 
ètre  indilTéremment  actualisés  par  Finlelligence  qui  les  perçoit». 

Détruisons  ici  une  objeclion.  .Fobserve,  par  exemple,  une  tache 
(imaginaire)  dans  le  disque  de  Siiius  et  le  courant  de  la  rivière 
dont  j'ai  parle  plus  haut.  Si  les  deux  faits  peuvent  èlre  actua- 
lisés par  le  changement  d'attention,  s'en  suit-il  qu'ils  soient 
tous  deux  extéricurement  simullanés?  Indéniablement,  ils  ne  le: 
sont  pas,  malgré  leur  actualisation  indiflerente  ou  reversible 
(parce  que  c'est  seulemcnt  dans  ce  sens,  et  non  dans  celui  de 
succession,  qu'il  laut  prendre  ce  mot)  par  mon  attention,  alter- 
nativement déplacée,  et  quoiqu'iIs  s(nent  des  phénomènes  du 
mème  ordre,  aíTectant  le  mème  et  unique  organe  visuel. 
Pourquoi  ne  le  sonl-ils  pas?  Parce  que  la  position  dans  laquelle 
je  les  observe,  n'a  pas  rendu  nulle  ou  du  moins  insignifiante 
la  diíTèrence  dans  leur  transmission  respective  à  mon  esprit. 
Notre  définition  a  donc  besoin  dètre  exprimée  avec  plus  de 
rigueur  de  cette  íacon:  deux  phénomènes  extérieurs  sont  simul- 
tanés  lorsqu'étant  aussi  du  mème  ordre,  ils  se  produisent  dans 
des  conditions  de  dislance  relalive  qui  leur  permettent  d'im- 
pressioner  en  mème  lemps  l'intelligence, 

Ces  mots  signifient  que  la  simultanéité  de  deux  ou  plusieurs 
sensations  est  un  garant  suffisant  de  la  simultanéité  des  phéno- 
mènes similaires  qui  les  provoquent,  à  la  condition  que  Tobser- 
vateur  en  soit  èíjuidistanl.  Mais  cette  situalion  ne  se  presente 
pas  toujours,  pourra-t-on  objecter;  ce  a  quoi  on  répondra  fa- 
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cilement  quil  suflfit  qu'elle  se  réalisc  quelques  fois,  eL  qu*on  la 
conçoive  dautres  fois.  En  se  réalisant,  la  simultanéité  extérieure 
est,  conime  rintérieure,  une  donnée  élémentaire  de  rexpérience, 
une  intuilion  sinon  direcle,  indirecte  de  rintelligence  qui  la 
perçoit;  ne  se  réalisant  pas,  c'est  une  inférence  important  le 
degré  de  cerlitude  dune  induction  scienlifique  legitime.  D'ail- 
leurs,  si  rintuition  direete  ou  indirecte  que  M.  Poincaré  consi- 
dere illusoire  dans  les  personnes  qui  nous  Taffirnient,  n'existait 
pas  en  nous,  à  quoi  servirail-il  de  discuter  le  procede  de  cons- 
later  sans  equivoque  la  simultanéité  extérieure? 

Si  nous  le  cherchons,  si  M.  Poincaré  le  recherche  également, 
c'est  parce  que  nous  avons  tous  une  notion  claire  et  anticipée 
de  cette  simultanéité  extérieure. 

Quelle  pourrait  donc  ètre  cette  notion  claire  et  préalable  si 
ce  n'est  celle  de  la  simultanéité  inlérieure,  psychologique:  c'est- 
à-dire,  liniuition  directe  de  ce  fail?  II  est  donc  bien  súr  que  le 
problème  primitivement  physique  a  besoin  d 'ètre  réduit  a  un 
problème  psychologique,  et  d'ètre  résolu  dans  des  termes  psy- 
chologiques. 

En  résumé:  nous  avons  Tintuition  directe  de  la  simultanéité 
de  deux  phénomènes  psychologiques;  nous  avons  Tintuitiou 
indirecte,  la  perception  immédiate  et  irréfutable  de  celle  de 
deux  phénomènes  extérieurs  correspondants,  parce  qu'une  ex- 
périence  séculaire  nous  Timpose;  il  s'agit  d'abord  de  definir 
cette  simultanéité  extérieure,  et  ensuite  de  trouver  une  formule, 
ou  une  règie  qui  permette  de  la  vérifier.  Ayant  mis  la  question 
dans  ces  termes,  la  solulion  en  est  la  suivante:  «la  simultanéité 
de  deux  phénomènes  physiques,  durables  ou  inslantanés,  est 
celle  des  deux  phénomènes  psychologiques  qu'ils  provoquent, 
si  le  milieu  qui  transmet  est  unique,  ou  bien  si  leur  transmis- 
sion  est  simultanée».  Je  pense  que  voici  la  définition  du  con- 
cept  en  general,  cest-à-dire  sa  définition  théoriqne,  en  ne  faisant 
que  la  restriction  de  Tanalogie  reciproque  des  phénomènes  si- 
multanés.  Je  dis  —  si  la  transmission  est  simultanée,  parce  que, 
quoique  le  milieu  doive  ètre  homogène,  ou  varie  d'une  façon 
compensatrice,  on  peut  três  bien  concevoir  que  le  mouvement 
de  transmission  soit  uniforme,  ou  uniformément  varie,  ou  sou- 
mis  à  des  variations  concomitantes  quelconques.  Si  le  milieu 
est  identique,  si  la  perturbation  initiale  lest  également,  il  n'est 
pas  iiécessaire  que  la  transmission  soit  uniforme  pour  que  Tim- 
pression  finale  dans  Tesprit  soit  aussi  simultanée.  Ce  qualificatif 
offre  donc  Tavantage  de  ne  rien  préconcevoir  sur  la  vitesse  de 
transmission.  Mais  il  en  préconcoit  la  simultanéité,  objectera-t-on; 
et  la  question,  au  lieu  d'étre  résolue,  ne  será  que  déplacée.  EUe 
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est  déplacée  en  efleí,  mais  elle  est  égalernent  résolue,  car  une 
délermination  ignorée  de  tenips  devient  une  détermination 
connue  de  dislances.  Cependanl,  si  l'on  veut  abstrairc  de  la 
transmission,  la  siniullanéilé  extérieure  pourrait  encore  ètre 
définie  avec  assez  de  rigueur:  le  rapport,  indissoluble  ou  acci- 
dentel,  de  production  acluelle  de  deux  ou  plusieurs  phénomèncs. 

Quanl  ii  la  règle  applicable,  je  pense  que  Ton  peut  consi- 
dérer  coninie  conecte  la  suivante :  deux  phénoniènes  analogues 
extérieurs  sont  simultanés  si  leur  transmission  à  Tintelligence 
qui  les  perçoil  Test  également.  II  ne  me  semble  done  pas  que 
le  problème  de  la  simultanéité  suppose  le  problème  qualiiatif 
de  la  succession,  et  encore  moins  qu'il  tienne  à  la  mesure  d'un 
temps;  il  ne  dépend  que  de  la  mesure  d'une  distance.  La  so- 
lution  será  presque  toujours,  ou  mème  toujours,  approchée,  c'est 
indéniable;  mais  cesserait-elle  de  Tètre  par  ce  fait  qu'il  y  a  un 
lemps  à   mesurer?  Bien  au  contraire,  elle  serait  plus  faillible. 

II  faut  encore  examiner  Tautre  aspect  de  notre  pi'oblème.  La 
simultanéité  telle  que  nous  Tavons  définie  est,  d'un  còlé,  la 
simultanéité  reciproque  de  deux  ou  plusieurs  phénomènes  ex- 
térieurs, el  d'un  autre  còté  ceJle  des  phénomènes  spirituels  cor- 
respondants. 

Et  celle  des  deux  groupes  entre  eux?  Quand  peut-on  regarder 
les  deux  groupes  pbysique  et  psychologique  comme  sensible- 
ment  simultanés,  dès  qu'une  simultanéité  rigoureuse  entre  eux 
est  impossible? 

II  est  évident  que  cette  question  n'admet  qu'une  réponse : 
lorsque  la  distance  qui  les  separe  est  insignifiante  ou  assez  pe- 
tite  pour  permettre  de  regarder  leur  transmission  comme  simul- 
tanée,  c'est-a-dire,  lorsque  Taire  ofi  Tobservateur  se  trouve  et 
les  phénomènes  se  produiseni,  est  au  dedans  de  la  limite  (va- 
riable,  d'ailleurs,  selon  la  classe  de  phénomènes)  dans  laquelle 
une  diíTérence  de  transmission  est  accusée.  Hemarquons  a  ce 
propôs  qu'il  serait  bien  intéréssant  de  fixer,  pour  chaque  caté- 
gorie  de  phénomènes  de  réception  sensoriale  diverse,  les  limites 
moindres  de  celte  aire  de  transmission  sensiblement  inslantanée. 
D'oii  il  resulte  que  la  simultanéité  en  discussion  ne  se  réalise 
et  n'a  aucune  valeur  scientifique  que  dans  notre  monde  ter- 
restre et  dans  des  circonstances  spéciales.  La  simultanéité  ex- 
clusivement  psychologique,  soit  dans  une  soit  dans  beaucoup 
de  consciences,  n'ayant  guère  plus  de  valeur  au  point  de  vue 
de  Tobjectivité  de  la  science,  excepté  pour  le  monde  social  res- 
treint,  il  s'ensuit  que  Tintérét  et  la  portée  de  la  question 
que  nous  sommes  en  train  d'étudier  résident  principalement 
dans  les  simultanéités  externes.   La  détermination,  autant  quê 
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possible  rigoureuse,  de  ces  synchronismes  cosmiques  est  essen- 
tiellc  pour  la  science,  parce  qu'ils  fournissent  le  cadre  general 
ou  les  successioiís  viendront  se  disposer  juéthodiquenient  et 
iraduire  avec  ordre  révolution  univcrselle.  Ce  sont  les  bornes, 
miliaires  auxquelles  il  nous  conviendi"a  de  rapporler  les  événe- 
ments  natureis,  et  qui  nous  permettront  de  trouver  un  sens 
aux  mutalions  successives  de  TUnivers. 

Celle  détermination  doit  encore  ètre  nécessaire  pour  un  autre 
motif  de  conséquences  philosophiques  três  importantes;  c'est, 
que  dans  la  réalité  extérieure,  en  pleine  objectivité  des  choses, 
il  n'v  a  point  de  successions,  il  n'existe  qu'une  vaste,  unê  inté- 
grale,  une  iniinense  simultanéité. 

Les  successions  ont  une  existence  purenient  subjective.  Bien 
que  nous  les  supposions  completes,  c'est-h-dire  embrassant  la 
totalité  des  phénomènes  externes,  elles  ne  seiaient  pas  plus  que 
le  registre,  précieux  tout  de  mème,  de  simullanéités  réalisées; 
chacune  serait  la  traduction  concise  en  temps  d'un  ensenible 
de  relations  sinmltanées  dans  lespace.  Parce  qu'au  dehors  de 
nous  le  temps,  le  «continuo  temporel,  n'existe  pas;  il  n'y  a  que 
Tespace,  le  «conlinu»  spatial,  pour  me  servir  de  Texpression 
employée  par  M.  PoiiNcaré  lui-mème.  Au  dehors  de  nous  tout 
est  présenl,  actuei;  le  passe,  et  avec  double  raison  le  futur,  ne 
se  réalisent  qu'au  dedans  de  nous;  ils  sont  une  simple  condi- 
tion  de  connaissance,  c'est-à-dire  de  représentation  subjective 
justement  de  cet  actuei.  Dans  d'autres  terines:  Tintelligence 
et  la  connaissance  ne  sont  pas  une  condilion  du  monde,  elles 
ne  Tont  pas  modele  d'après  ellcs;  bien  au  contraire,  c'est  le 
monde  qui  condilionne  et  façonne  Pintelligence  d'après  lui.  Ce 
que  cellc-ci  contient  en  elle-mème  ne  peut  représenter  objecti- 
ment  quelque  chose  qu'à  la  condition  de  n'ètre  que  Tinterpré- 
talion  dans  un  langage  propre,  intelligible  pour  tout  le  monde 
(comme  M.  Poincaké  le  fait  três  bien  remarquer  dans  le  cha- 
pitre  final  de  son  ouvrage)  de  cet  unique  texte  réel,  c'est-a-dire 
présent,  actuei.  Et  ii  quiconque  objectera  que  rintelligence, 
donc  la  connaissance,  est  réelle,  est  une  parlie  inséparable  de 
Ia  réalité  objective,  il  est  facile  de  rappeler  qu'en  eíTet  elle 
s'intègre  dans  Tensemble  phénoménal  extérieur,  mais  que  par 
cela  mème  elle  est  égalemcnt  acluelle;  que  son  passe  et  son 
íiitur  sont  três  simplemenl  le  présent,  comme  il  an-ive  à  tout 
ce  qui  existe.  De  la  hauteur  d'ou  nous  envisageons  le  pro- 
blème,  tout  ce  qui  existe  est  toujours  présent,  ou  n'a  qu'une 
existence  imaginaire.  On  ne  peut  pas  concevoir  une  existence 
eflective  qui  ne  soit  pas  presente.  Ce  seiail  le  «non  ètre»  de 
la  métapbysique  hindoue,  dépouillé  de  sa  signification  relative 


107 


(1'absence  fUi  niort,  par  exemple,  par  rapport  à  la  présence  du 
vivaiu),  ce  serait  ranéantissenienl,  le  luatit.  Or,  le  iiéant  n'est 
pas  un  concepl,  ne  peut  avoir  aucun  sens,  parce  qu'il  ne  peut 
pas  ètre  répresenfé. 

Le  passe  et  le  futur  n'existeronl  pas,  ne  seront  rien  pour 
noiís,  s'ils  ne  deviennent  «pré.sontw  —  «présenl»  dans  la  cons- 
cience  individuclle,  bien  entenda-,  parce  que  dans  ce  qu'on 
appelle  1'incoMscience  ils  sont  toujours  égalenient  «présenti). 
S'ils  ne  Tétaient  pas,  leur  évocation,  leur  actualisation  subje- 
ctive consciente  serait  impossible.  On  ne  saurait  concevoir  que 
Ton  piiisse  aclualiser  ce  qui  n'existe  pas;  et  nous  avons  déja 
dit  que  rien  n'existe  que  ce  qui  est  présent,  quoique  ce  soit, 
conime  dans  le  cas  de  la  níénioire,  passai^èrenient  ignore. 

La  notion  de  la  siinuilanéité  dans  le  monde  extérieur  une  fois 
éclairée,  celles  de  la  simullanéité  dans  deux  ou  plusieurs  cons- 
ciences  étrang^es  a  la  mienne,  et  dans  ces  consciences  et  dans  le 
monde  extérieur,  ne  seront  pas,  je  pense,  nioins  claires,  En 
effet,  pour  que  la  première  ait  lieu,  il  suffit  que  ces  deux  ou 
plusieurs  consciences  soient  dans  des  condilions  de  réceplion 
identiques  par  rapport  au  mème  fait  extérieur  qui  les  sollicile. 
Les  exemples  dans  lesquels  ces  condilions  se  présenlent  ne 
font  nullement  défaut  dans  la  vie  sociale;  il  n'y  a  que  Tem- 
barras  du  clioix.  D'une  façon  générale,  on  peut  dire  qu'il  y  a 
sinmltanéité  (identité  mème)  de  phénomènes  subjectifs  dans  des 
consciences  diverses,  toutes  les  fois  qu'un  groupe  de  personnes 
s'assemble  dans  une  enceinte  pour  écouter  un  orateur,  assister 
a  un  spectacle,  conteinpler  nn  cbef-d'oenvre-,  lorsqu'un  groupe 
accourt  à  un  endroil  limite  pour  suivre  une  mananivre,  assister 
à  un  inccndie,  a  Tentrée  ou  ;i  la  sorlie  d'un  navire;  ou  bien, 
mème  qu'il  n'y  ait  pas  un  groupe,  lorsqu'un  pbéiiomène  inté- 
réssant  et  relativement  rare  attire  inévilablement  TaUention  de 
beaucoup  d'hommes,  comme  une  eclipse  qu'on  attend,  une 
aurore  boréale  qui  apparait,  une  comete  qu'on  annonce.  Dans 
certains  cas  cet  unisson  psychologique  est  tellement  remar- 
quable  qu'on  dirail  la  fusion  en  une  seule  de  tant  de  consciences 
dilVérentes.  Quiconque  a  assiste  a  une  course  de  iaureaux  en 
Espagne  sait  combien  Taffirmalion  de  cet  unisson  inlérieur  est 
littéralement  juste. 

Un  après-midi,  à  Madrid,  je  me  souviens  três  bien  d'avoir  vu 
souligner  par  un  seul  cri  et  un  soulèvement  macbinal  de  la 
foule  un  épisode  dangereux  du  combat. 

Personne,  il  est  vrai,  ne  constate  directement  cette  simul- 
lanéité subjective,  mais  elle  est  légitimement  inférée  des  gestes 
extérieurs  qui  la  témoignent. 
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En  vérilé,  c'est  une  simultanéité  externe  à  laquelle  on  peut 
appliquer  la  définilion  et  la  règie  rJéj;»  énoncées.  II  serait  presque 
iniilile  dajouter  qu'íi  la  deuxième  simultanéité,  dans  le  monde 
extérieur  et  dans  une  ou  plusieurs  consciences  étranges  à  la 
mienne,  s'appliquent  également  les  observations  produites  a 
cet  égard  dans  le  cas  resti-eijit  d'une  seule,  ou  plutòt,  de  mon 
intelligence  personnelle.  En  sorte  que  dans  les  trois  cas  que  je 
viens  d'étudier,  et  que  M.  Poincaré  discute  lui-ménie,  le  pro- 
blème  de  la  simultanéité  devient,  au  íond,  un  seul,  comportam 
la  réponse  et  la  règie  que  nous  avons  formule  opportunément. 

* 

Passons  donc  au  problème  de  la  succession,  de  rantériorité 
et  de  la  postériorlté.  Arrèlant  tout  développement  superflu  et 
laissant  mème  de  còté  des  références  à  des  faits  communs  qu'il 
est  facile  à  quelqu'un  de  rappeler,  nous  nous  bornons  à  dire 
que  ce  problème  est  qualilatif  comme  celui  de  la  simultanéité, 
donc  indépendant  d' une  mesure  de  temps;  et  que  la  solulion 
en  a  Téquivalence  dans  la  première,  avec  la  seule  restriction 
qua  la  rigueur  il  n'y  a  pas  de  successions  objectives,  comme 
il  a  été  observe,  mais  des  simultanéités  diverses  provenant  d'ap- 
paritions,  disparitions,  déplacemenls  ou  changemenls  d'étals 
réalisés  dans  Tespace,  Or,  la  réalité  extérieure  de  ces  déplace- 
ments  et  altéralions  dans  le  «conlinu»  spatial  se  réduit  finale- 
ment  a  la  réalité  de  deux  simultanéités  diverses,  c'est-;i  dire  qui 
divergent  entre  elles  par  un  rapport  reciproque  de  distances, 
de  posilion  et  d'états,  et  dont  le  garant  ne  reside  que  dans  ce 
nouveau  rapport.  Par  conséquent,  comme  nous  avons  affirmé 
plus  baut,  une  succession  quelconque,  loujours  subjective,  n'est 
que  la  représentation  en  temps,  dans  le  conlinu  lemporel,  de 
ces  déplacements  et  mulations  objectives  dans  le  conlinu  spa- 
lial,  voire  le  rapport  exprime  en  temps  entre  deux  simul- 
tanéités différentes  réalisées  dans  Tespace.  Tenant  compte  de 
la  diílérence  observée,  le  problème  en  question  au  lieu  d'étre 
formule:  «quand  deux  phénomènes  extérieurs  sont-ils  succes- 
sifs»?  doit  é're  plutòt  énoncé  en  ces  termes:  «quand  deux 
groupes  de  pbénomènes,  ou  deux  simultanéités  exlérieures 
sont-ils  censés  ètre  successifs»?  Parce  qu'alors,  comme  nous 
Tavons  dit,  la  réponse  a  son  équivalence  dans  la  première:  les 
deux  simultanéités  exlérieures,  durables  ou  instantanées,  sont 
successives  (dilférentes  ou  séparées,  d'ailleurs)  lorsque  les  deux 
simultanéités  intérieures  qu'elles  provoquent  sont  successives, 
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si  le  milieu  Iransmetteur  est  un  seul,  ou  leur  transmission  si- 
inultanée. 

Par  conséquent,  la  règle  qu'il  íaiil  appliquer  pour  résoiulre 
le  problèine  será  equivalente:  les  deux  siniultanéilés  seront  di- 
verses  (successives  en  langage  impropre)  si  Ia  transmission  à 
rintelligence  qui  les  perçoit  est  également  diverse,  successive. 

Ce  que  nous  affirmons  plus  haut  est  ainsi  juslifié:  le  problème 
est  égalenient  qualitalif  comnie  Tautre,  et  coninie  lui,  indepen- 
dam de  toute  mesure  de  temps,  il  ne  dépend  que  de  la  mesure 
d'une  dislance,  quoique  égalenient  approchée.  Et  comment 
puis-je  savoir  que  les  deux  sinuillanéités  intérieures  sont  suc- 
cessives? Parce  qu'il  m'est  impossible  de  les  rendre  actuelles 
d'une  façon  indiílérente,  alternée. 

Si  je  rends  une  d'elles  subjeclivement  actuelle,  Tautre  m'ap- 
parait  toujours  conime  passée  ou  future,  comme  un  souvenir 
ou  une  prévision;  et  cette  diíTérence  de  qualité  entre  les  deux 
est  une  donnée  élémentaire  de  notre  expérience  psychique,  une 
imposition  invincible  de  la  conscience  individuelle,  une  intui- 
tion  directe,  une  évidence  inéluctable. 

Comme  nous  venons  de  voir,  le  problème  de  la  succession 
peut  élre,  je  pense,  réduil  à  celui  de  la  simultanéité,  et  ce  der- 
nier  a  celui  de  Tunité  du  milieu  Iransmetteur,  ou  simultanéité 
de  transmission.  Si  le  milieu  transmetteur  est  identique,  la  si- 
multanéité de  transmission  devient  donc,  comme  j'ai  déjà  sug- 
géré,  une  question  géométrique  d'égalilé  de  distances.  On  dirá 
que  Tidenlité  du  milieu  est  un  poslulat  de  valeur  objective 
contestable,  Sans  doute,  si  Ton  veut  parler  de  ce  qu'on  appelle 
Tespace,  le  continu  amorpbe  qui  s'étend  entre  et  au  dela  des 
masses  stellaires  et  nébulcuses;  puisque  nous  n'avons  aucun 
procede  súr  d'en  élablir  la  léalité,  pas  mème  celui  de  la  me- 
sure rigoureuse  des  distances.  Pour  notre  monde  terrestre  ce 
n'est  plus  un  postulat,  une  liypothèse  probable  et  nécessaire 
pour  que,  comme  M.  Poincaré  écrit,  «Ténoncé  des  lois  natu- 
relles  soit  aussi  simple  que  possible».  Non  seulement  Tidentité 
des  milieux  est  un  íait,  et  un  fait  suffisant  au  but  que  nous  vi- 
sons,  mais  mème  si  nous  nous  passions  de  cette  identité  suffi- 
sante,  nous  aurions  un  garant  de  la  simultanéité  de  transmission 
dans  la  simultanéité  de  production  de  beauconp  de  pbénomènes 
qualitativement  divers,  et  dans  leur  réception  sensorielle  simul- 
tanée. 

II  serait  bien  importun  de  ma  part  de  rappeler  à  M.  Poincaré, 
une  vraie  organisation  de  savant,  combien  ces  syncbronismes 
dans  la  production  des  phénomènes  de  Toptique,  de  1'acous- 
tique   et  de   la   thermologie,    sont  je   ne  dirai  pas  siniplement 
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vulgaires  et  fréquents  mais  tout-ii-fait  inévitables-,  aussi  bien 
que  le  sont  les  synchronismes  dans  leur  réceplúm  mentale  cor- 
respondante,  dus  a  Tégalité  de  distances  parfois,  d'aulres  fois  à 
leur  annullalion  presque  complete. 

En  sorte  que,  si  quelque  erreur  provenait  de  la  composition 
incomplètement  homdgène  du  milieu  transmelteur,  clle  serait 
insignifiante,  sans  la  moindre  influence  appréciable  dans  la  pro- 
duclion  et  la  transmission  des  phénomènes  synchroniques,  donc 
incapable  de  nuire  eu  quoi  que  ce  soit  h  la  limpidité  abstraite, 
ii  riutuitioii  directe  et  juste  du  concept  en  discussion.  Si  ce- 
lui-ci  est  tbéoriquement  correct  et  clair,  sa  vérification  expéri- 
mentale  dans  tous  les  cas  en  queslion  est  également  correcte  et 
indéniable. 

En  résumant  toutes  ces  considérations,  qui  peut-étre  parai- 
tront  déja  un  peu  longues  mais  que  rimportance  et  la  difficulté 
du  problème  devraient  me  forcei"  a  développer  davantage: 

La  simultanéité  psychologique  de  deux  ou  plusieurs  phéno- 
mènes est  ce  que  M.  Poincaré  appelle  une  «intuition  directe», 
et  que  j'ai  appelé  une  aperception  immédiate,  parce  que  c'est 
une  donnée  élémentaire  et  inéluctable  de  la  conscience  de 
cbacun. 

La  simultanéité  extérieure  est  sans  doute  une  inférence  de  la 
première  (pas  comme  elle,  une  aperception  immédiate).  Elles 
sont  toutefois  inséparables  Tune  de  l'autre,  soit  par  le  synchro- 
nisme  de  production  des  phénomènes,  soit  par  Taunullation 
de  la  distance  qui  les  separe  de  lintelligence  qui  les  observe, 
rendant  ainsi  irréfutable  leur  ti'ansmission  simullanée.  On  peut 
donc  dire  qu'elle  est  également  une  donnée  élémentaire  que 
l'expérience  impose,  par  conséquent  une  intuition  indirecte  d  un 
íait  inéluctable  de  la  nature. 

La  simultanéité  dans  des  consciences  étranges  i\  la  mienne, 
aussi  bien  que  dans  celles-ci  et  dans  le  monde  extérieur,  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  la  simultanéité  entre  des  phénomènes 
physiques,  ou  du  moins  réductible  ii  celle-ci. 

La  succession  subjective  ou  psychologique  de  deux  ou  plu- 
sieurs phénomènes  est  également  une  «intuition  directe»,  une 
aperception  immédiate  de  la  conscience  individuelle. 

La  succession  extérieure  (improprement  appelée  ainsi)  est, 
comme  la  simultanéité  objective,  une  inférence  de  la  première, 
mais  dans  beaucoup  de  cas,  surtout  dans  ceux  de  production 
phénoménale  non  simultanée,  un  fait  de  la  nature  aussi  súr  et 
irréfutable  que  le  fait  intérieur  dont  nous  avons  cette  intuition, 

11  n'y  a  donc  pas  de  doute  que  la  simultanéité  et  la  succes- 
sion iutérieures,  comme  notions   qualitaiives,    soient   claires  et 
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suffisaininent  ligoureuses.  11  n'y  a  pas  non  plus  de  doule  que  Ia 
siiunllanéilé  et  la  siiccessioii  exlérieures,  toules  deux  réductibles 
à  des  phénomènes  inlérieurs  correspondanls  (suiionl  la  se- 
conde,  parce  qu'elle  n'a  pas  de  réalité  objective),  soient  des  no- 
tions  qualitativenient  claires  et  rigoureuses  comme  les  autres. 

Finalenient:  le  tenips,  révéié  par  1'ensenible  de  siniultanéilés 
et  successions  intérieures,  ii'est  pas  plus,  je  pense,  que  le  sen- 
timent  obstur  d'al)()i'd,  la  nolioii  consciente  et  nelle  ensuile, 
de  Ia  continuilc,  de  la  persistance  de  notre  individu  sensible 
et  pensif;  eii  d'aulres  terines,  le  conlinu  intérieur  uniforme  ou 
ces  successions  et  siinultanéilés  viennent  s'incrii'e  en  le  défi- 
nissant. 

La  difficulté  ne  couimence  —  et  a  ce  sujet  notre  accord  avec 
M.  PoiNCAiuí  est  complel  —  cpie  lorsque  nous  prétendons  intro- 
duire  Tidée  d'une  mesui"e,  liansfornier  le  temps  qualitatif  en 
quantitalií. 

En  quoi  consiste,  ou  plutòt  d'oú  provient  cette  difficulté  que 
M.  PoiNCAiiÉ  fail  ressortir  três  juslement? 

Voilà  ce  que  nous  nous  eílojccrons  d'expliquer  dans  Ia  pour- 
suite  de  ce  problèine  aussi  allrayant  que  difficile,  tant  étudié, 
et  nialgré  cela  présentant  toujours  de  nouveaux  aspects. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LiGNES  NON  EUCUDIENNES 


PAR 


Geminiano  Pirondini 

à  Ronie 


(Suite) 
§56 


Transformées  planes  d'une  ligne  gaúche.  —  En  étalant  sur  un 
plan  une  développable  S  passant  p^r  une  ligne  L,  celle  ci  se 
réduit  ;i  une  ligne  plane  A  que  Ton  appelle  Iransformée  plane 
de  L  par  rapport  à  la  développable  S. 

L'einploi  constant  et  systématique  des  transformées  dans 
Tétude  des  lignes  de  Tespace  (surtout  quand  la  développable 
générale  est  reniplacée  par  un  liypercòne  ou  un  cone)  consti- 
tue  un  moveu  piécieux  et  puissant  d'analyse  géomélrique,  que 
nous  allons  maintenant  exposcr  dans  ses  ligues  essentielles. 

Si  L  est  une  ligne  de  Tespaoe  et  Lq  sa  projeclion  orlhogo- 
nale  sur  le  plan  z  =  0  (Fig.  13),  la  détermination  de  la  Irans- 
formée plane  de  L  par  rapport  a  riiypercòne  projelant  revient 
évidemment  à  la  recherche  de  la  relation  qui  a  lieu  entre  la 
troisième  coordonnée  géographique  w,  relative  aux  points  de 
la  ligne  L,  et  Tare  5^,  de  la  projeclion  Ly. 

Or  si  Ton  rappelle  les  relations  du  §  3  et  les  équalions  (10), 
on  trouve 

cos  X  .Isz  tg  z 

Ig  M^  =  °  =  ° 

V/ 1  +  cos^  íw  .  tg'  y      V^  1  +  tg2  a?  -f  tg2  ^ 


4^^  =  X(5o).cosRo; 


V/l  +  ^^  +  r^*       v/l  +  tg2R, 
de   sorte   que   si   Ton  fait   des   considéralions   analogues  dans 
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l*espace  lobatschewskien,  on  arrive  à  ce  ihéorèine :  Les  Irans- 
fonnées  planes  tles  lignes  (10),  (10),  oblenues  après  le  développe- 
ment  de  1'hypercône  projetant  ces  lignes  sur  le  plan  cooidonné  xy, 
sont  dtfinies  [en  coordonníes  géographufues  s^,  w)  par  les  équations: 

(17)  tgu;  =  >.(5o).cosUo(ío) 

(IV)  th«.  =  X(.o).chRo(ío)- 

Soit  réciproquement 

(18)  u'=r(g, 

f  désignant  un  synibole  fonctionnel  connu. 

Puisqu'en  comparant  (18)  a  chacune  des  relations  (17),  (IT) 
on  trouve  respectivement 


(19)  \{s,) 

(19')  X(g: 


cos  Rq 

th/-(g 
chRo 


on  a  le  théorème :  Pltons  le  plan  de  la  ligne  A  définie  (en  coor- 
données  géographiques  s^,  w)  par  Véquation  (18),  sur  Vhypercône 
dont  la  seclion  droite  principale  est  la  courbe  í.q  du  plan  z  =  O 
représentée  {en  coordonnées  radiales  Rq,  Sq)  par  Vtqualion 

Rq  =  R(j  («o) , 

en  faisant  en  sorte  que  Vaxe  de  la  coordonnée  Sq  se  superpose  a  Lq. 
La  ligne  gaúche  L  que  V on  oblient  par  cette  construction  est  dé- 
finie par  les  équations  (IO)  ou  (10'),  ^(sq)  étanl  donné  respective- 
ment par  la  relalion  (19)  ou  (19'). 

§  57 

Jpplication.  —  Une  droite  passant  par  Torigine  et  inclinée  de 
]'angle  z  sur  Taxe  oú  l'on  compte  la  preniière  coordonnée  géo- 
graphique  íq-,  une  trajectoire  sous  langle  constant  s  d'une  suite 
d'ordonnées  perpendiculaires  à  une  droite  fixe:  un  cercle  de 
rayon  r  avec  le  centre  à  Torigine,  sont  respectivement  définies 
(en  coordonnées  géographiques  Sq,  w)  par  les  équations  (§§  5, 
59,  59— I^"-^  Partie): 

tgtf  =  tg£.sinsQ,    «o^^S^-''^^'»!  /  +"9"    '    ^os Sq. cos tv  =  cos r, 
VoL.  VII  —  N.»  2  4 


Ii4 


Celles-ci  sont  des  cas  pai-ticuliejs  de  Ia  relation  gt-nérale  (18), 
el  correspondent  respeclivement  aux  valeuis 

(20)  tgA5,)  =  tgc.sin.s-o 

(21)  tg/'(5o)  =  sh(.'o.COlS) 


(22)  tg/\g 


y  cos'  Sq  —  cos'  /• 


cosr 


Cela  pose  si  Ton  applique  les  résultats  du  §  ôtí,  en  reniar- 
qiiaiit  au  surpliis  qu'unc  liijtie  hypctconiqiie  dunt  la  transloiinee 
plane  est  une  droite,  une  irajeotoire  isogonale  d'une  suite  d'or- 
données  ordio^onales  ;t  une  droite  fixe,  un  cerele,  est  respecli- 
vement une  i;éodésique,  une  hélice,  un  cercie  géodésique  de  la 
surface.  on  a  le  théorème:  Sur  l'hypercõne  Hemannien  dont  la 
section  (hoite  piinctpale  est  la  lipie  du  plan  z  =  0  reprèsentée  {en 
coot ilonntes  radiales  R^,,  s^^  par  ietjuation  R,-,  =  K^,  ( s^") : 

d]  la  géodisique  passa nt  par  /' origine  de  larc  s,^,  e'  inrlinte  de 
1'angU  z  sur  la  section  droite  prineipale, 

b)  Ihélice  inclinée  de  iangle  s  sur  les  génératrices  rectilignes, 

c)  le  cercie  géodesique  de  rayo7i  r, 

sont  dtfinis  par  les  tquations  (^10),  quand  on  y  pose 

cos  Ro  (s) 

tg I\sq)  itant  respectivement  la  fonction    20),  (21),  (22). 

Dans  lespace  lobatschewskien  tm   a  des  résultats  analo^ues. 

Remarque.  —  Dans  Tespace  ordinaire  une  hélice  c\  lindiique 
est  aussi  une  géodesique  du  cvlindre;  et  vice  versa. 

Mais  il  suffit  de  se  rapporter  aux  résultats  précédenis,  pour 
se  convaincre  cpie  ces  deux  conditions  sont  ici  incoinpatibles 
entre  elles.  Autrenient  dit :  Sur  lliypercône  non-euclidien  une  In- 
lice,  dt/inie  comme  une  Irajectoire  isogona/e  des  génératrices  recti- 
lignes, nest  jamais  une  géodesitpie  de  la  surface.  Et  vice  versa. 

§  58 

Allons  voir  si  deux  ligues  planes  arbitrairo  A,  A  pcuvcnt 
èlre  regardées  toujours  coninie  les  transforniées  planes  dune 
certaine  ligue  à  double  couibuie  L.  par  rapport  à  un  cone  K 
et  \\  un  hypercòne  H. 

Soient  (Fig.   13):   A  et  A^^,  dcu\   poiíils  coi  rcspondaiits  d'une 
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ligne  L  el  de  sa  projection  Ly  sur  le  plan  xy\  R  et  U^,  les  rayons 
vetteurs  de  ces  points;  w  la  dislance  AA^,  c'est-à-dire  la  troi- 
siènie  coordonnée  geographique  relative  aux  points  de  L.  —  Si 
Ton  suppose  que  le  cone  K  ait  le  sonunet  à  Toiigine,  et  que 
les  génératrices  de  riiypercône  H  soient  pcrpendiculaires  au 
plan  xy^  la  connaissance  des  lignes  A,  A'  porte  à  regarder  R 
et  w  coninie  des  fonctions  connues  de  Tare  s  de  la  ligne  L. 

Cela  pose,  le  triangle  rectangle  OAqA  (si  Tespace  est  rieman- 
nien)  donne  la  relation 

cos  OA 
^        cos  AAn 


c'est-à-dire 

cos  R  (s) 


(23)  cosR(,= 


cos  w  (s) 


ce  qui  définit  le  rayon  vecteur  Rj^  en  fonclion  de  5, 

Pour  exprinier  donc  Rq  par  Tare  s^,  il  faut  trouver  préala- 
blement  la  relation  qui  lie  les  ares  s,  Sq  des  lignes  L,  L^.  A  eet 
eflet  construisons  la  génératrice  BRq  successive  à  AAq,  et  la 
perpendiculaire  AC  à  HR(,. 

II  est  évident  qu'après  Tétalenient  de  riiypercòne  FI  sur  un 
plan,  la  section  droiíe  principale  Lq  (géodésique  de  la  surface), 
les  génératrices  reclilignes  AAq,  BBq  et  la  distance  AC  devien- 
nent  respectivement  une  droite,  deux  pcrpendiculaires  à  cette 
droite  et  Tare  éléinentaire  de  Thypercycle  d  hauteur  w  ayant 
pour  axe  la  droite  Lq.  On  a  donc  (§  24  —  I): 

AC  =  AqBq  .  cos  AAq  =  (/sq  .  cos  w  , 
et  le  triangie  rectangle  infiniment  petil  ACB  donne  la  relation 

(/sq^  .  cos-  w  -f-  í/w'^  =  ds"^ . 


11 

suit 

d'ici 

(24) 

ds^ 

d'oCi 

par 

intégration 

cos  w 


(25)  s,-^c 


cosíí; 
c  étant  une  constante  arbitraire. 
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L  éliiuinulion  de  s  entre  les  équations  (23),  (25)  conduit  à 
une  relalion  connue  enlre  Rq  et  Sq',  lelle-ci  est  Téquaiion,  en 
cooidonnées  radiales,  de  la  section  dioite  principale  L^  de.  Tliy- 
percòne  H. 

Une  fois  que  celte  suríace  a  été  conslruile,  c'est  question  de 
porter  sus  ses  généralrices,  a  pailir  du  plan  ooy,  des  segnients 
exprimes  par  iv  (qui,  en  vertu  de  Ia  relation  existant  entre  s 
et  $Q,  est  à  regarder  couinie  une  fonction  connue  de  Sq). 

Le  lieu  (les  exlréinilés  de  ces  segnients  est  évidennnent  la 
ligne  cherchée  L,  qui  resulte  ainsi  déterniinée  a  Taide  de  ses 
deux  transloi-niées  planes  A,  A',  que  nous  avons  íixé  arbitrai- 
rement  davance. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  les  équations  (23),  (25)  sont 
reniplacé^s  par  les  autres 

(23')  cbRo»*^''"'^) 


eh  w  (s) 


(25')  ^0  +  ^=  /  ■^^— í — n. —  •^*' 

"  tJ  eh  w  (s) 

d'oii  Ton  peut  tirer  nièmes  conséquences  qu*auparavant. 

L'analyse  que  Ton  vient  de  développer  déinonlre  le  théorème: 
Une  ligne  gaúche  non-euclidienne  est  clétenninée,  aussilôt  que  l' on 
en  donne  d' avance  deux  Iransformées  planes,  Vune  par  rapport  a 
un  cone  et  Vautre  par  rapport  a  un  hypercône  passant  par  la  ligne. 

§  59 

Allons  maintenant  résoudre  Tautre  question  de  déterminer 
une  ligne  de  V espace,  dont  07i  connail  les  transformées  planes  par 
rapport  a  deux  cones  K,  Ki. 

Òi  étant  le  point  de  Taxe  Oz  distant  m  de  !'origine  O  (Fig.  13), 
projetons  de  ces  points  O,  Oi  la  ligne  gaúche  L  (actuellement 
inconnue)  au  moyen  des  cones  K,  Kj.  En  étalant  successive- 
ment  ces  cones  sur  un  plan,  la  ligne  L  se  réduit  à  deux  cer- 
laines  transformées  planes  A,  A',  que  nous  supposons  de  fixer 
arbitrairement  d'avance,  a  Taide  de  leurs  équations 

R  =  f\(5),     Ui=I\,(.s) 

en  coordonnées  radiales, 

A  et  Aq  étant  deux  points  correspondants  de  la  ligne  L  et 
de  sa  projection  oilhogonale  Lq  sur  le  plan  2  =  0,  construisous 
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les  rayons  vecteurs  OA  =  R,  ()|A  =  Ki,  OAq  =  R^,  ot  Ics  per- 
pendiculaires  \\q  =  ío  sur  le  plan  coordonné  cr?/  et  AM  sur 
l'axe  Oz. 

En   désignant   par   s   Tang^le  AOA,^,    les    triangules   rectangles 
OAqA,  OMA  donnent  les  relations 

sin  w  —  sin  R  .  sin  s ,     siii  AM  ~  sin  R  .  cos  s  , 

d'ofi  en  éliminant  £ 

sin-  w  -\-  m\^  AM  =  sin^  R  . 

Or  comme  Ton  déduit  d'ici 


sin  AM  =  \/sin"2  R  —  sin^  iv  ,     cos  AM  =  V^cos*  R  -{-  sin^  w  , 
les  triangles  rectangles  OMA,  0|MA  donnent  les  relations 

cos  R  cos  R  .    ^..  sint^; 

cosOM  =  — ^^  =  ^=i-=^==.    sinOM  = 


cos  AM      /cos^R-fsin^w  ^/ cos'^  R  +  sin"^  ly 

cos  Ri  =  cos  OiM  .  cos  AM  =  cos  (OOi  —  OM)  cos  AM 
=-  (cos  OOi  .  cos  OM  +  sin  00 1 .  sin  OM)  cos  AM  . 

En  remplaçant  ici  sinOM,  cosOM,  cos  AM  par  leurs  valeiírs, 
et  en  remarquant  en  oiitre  que  OOi=m,  on  obtient  enfin 
Téquation 

(26)  cos  Ri  =  cos  m  .  cos  R  +  sin  m  ,  sin  w  , 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

,_  _.  .  cos  Ri  —  cos  m  .  cos  R 

(27)  sm  ^<;  = r— — . 

smm 

Or  comme  cette  équation  définit  la  troisième  coordonnée 
géographique  w  des  points  de  la  ligne  L  en  fonclion  de  Tare  s, 
cette  ligne  peut  ètre  déterminée  en  suivant  le  procede  du  §  58. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  les  équalions  (26),  (27)  sont 
remplacées  par  les  autres 

(26')  chRi  =  chm.chR  —  shm.shíí; 

,^_,,  ,  chw.chR  —  eh  Ri 

(27')  shí^  = r- ~. 

sh  m 
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Cetle  analyse  démontre  le  théorème :  Une  ligne  gaúche  non- 
euclidienne  est  délerviinée ,  aussitôC  que  Von  en  donne  d' avance  les 
tiansformcea  planes  par  rapport  a  deux  cones  passant  par  la  ligne. 

II  est  évident  qu';»  Taide  des  équations  [(26),  (26')],  [(27), 
(2T)]  on  jjeut  résoudre  respectivement  ces  deux  queslions: 

En  connaissant  les  transformées  planes  d'une  ligne  gaucke  (in- 

l  un  cone  et  a  un  hypercône  ]       ,, 
connue)  par  rapport  à  l  ,  ^  }.    determtner 

^  '  ^ '  \  deux  cones  ) 

[  pas- 
hy  per  cone  S  ' 

Remarque.  —  Dans  Ténoncé  ci-dessus  il  y  a  implicitement 
l'hypothèse  que  les  deux  cones  et  rhypercône  soient  orientes 
de  laçon  dans  Tespace,  que  Ia  droite  joignant  les  sommets  soit 
orthogonale  au  plan  de  la  section  droite  principale  de  rhy- 
percône. 

.    §  60 

Applications. —  1"  On  appelle  hélice  cono-hyperconique  une 
ligne  jouissant  de  la  propriété  d'être  à  la  fois  une  trajectoire 
isogonale  des  génératrices  d'un  cone  et  dun  hypercône. 

Pour  que  la  ligne  L  vérifie  ces  deux  conditions,  il  est  néces- 
saire  et  suffisant  que  ses  transformées  planes  A,  A'  soient  res- 
pectivement une  spirale  isogonale,  et  une  trajectoire  isogonale 
d'un  systòme  d'ordonnées  perpendiculaires  à   une  droite  fixe. 

On  doit  donc  prendre  (§§  39,  59 — I) 

R  =  s.  cos  6 

(28)  w  =^s .  cos£  +  ^, 

6,  £,  k  élant  des  constantes,  et  les  équations  (23),  (25)  revien- 

nent  aux  autres 

cos  (s  .  cos  6) 

cos  Rfl  = — TT-  , 

"       cos  (s  .  cos  z-\-  k) 

En  éliminant  d'ici  le  paramètre  s,  on  trouve  la  formule 

r  cos  0    .^  „„, .       Ti        ,T 
(2arctg«''oCoic_      _/. 

I.  coss  ^  ^  2        J 


cos 
(29)  cosRo  = 


sin  (2  are  tg  c'«  '■"'  ^) 


U9 


qui  nous  fournit  ce  résultat:  Pour  construire  une  hélice  cono- 
hyperconique  riemannienne  coupanl  íes  génératrices  du  cone  et  de 
riiypercône  respectivement  sous  /es  ang/es  d  et  z,  on  construii  clahord 
la  ligne  plane  définie  par  l'équalion  (28),  el  Von  pite  ensuile  son 
plan  suv  r hypercône  donl  la  seclion  droite  principale  esl  la  ligne 
reprisentie  (en  coordonnées  radiales  R„,  s^)  pai-  Véquation  (2í)). 

Le  problèmc  a  évideininent  une  iníinité  de  solutioiís,  à  cause 
de  la  constante  arbilraire  k  liée  intiniement  ;i  la  forme  de  la 
section  droite  principale  (29)  de  Thypercòne. 

2°  Dans  Tespace  ordinaire  une  ligne  ne  peut  pas  ètre  \\  la 
fois  une  hélice  de  deux  cylindres,  ni  une  hélice  d'un  cylindre 
et  une  géodésique  d'un  cone.  Mais  dans  les  espaces  non-eucli- 
diens,  ces  doubles  conditions  ne  sont  nullenient  inconipatibles. 

II  est  possible,  par  exemple,  trouver  une  ligne  non-euclidienne 
a  douhle  courburç  vérifiant  les  conditions  d'être  à  la  fois  une  géo- 
dtsique  dun  cone  et  une  hélice  ctun  hypercône. 

En  effel  si  a  =  OP  est  la  plus  courte  distance  entre  le  som- 
mct  O  du  cone  et  la  géodésique  /•,  et  R  =  OA  le  rayon  vecteur 
allant  à  un  poinl  quelconque  A  de  la  ligne,  le  triangie  rectangie 
OPA  donne  la  relation 

(30)  cos  K  =  cos  a  .  cos  5. 

Notre  problème  est  donc  résolu  par  les  équalions  du  §  58, 
qnand  on  y  remplace  les  fouctions  ti^  et  R  par  leurs  valeurs 
tirées  des  relations  (28)  et  (30). 

3"  On  peut  construire  une  ligne  non-euclidienne  jouissanl  de  la 
propriélé  d'être  a  la  fois  une  hélice  de  deux  cones. 

A  cet  effet  on  emploie  la  méthode  que  Ton  vient  d'expliquer 
au  §  59,  en  y  supposant 

R  =  5  .  cos  6  +  ^)     Ri  =  s  .  cos  6i -f  ^i , 
6,  6i,  k,  kl  étant  des  constantes. 

§  61 

Lignes  gaúches  illuminées  par  des  rayons  issus  d*un  point  fixe. 
—  Soit  L  une  ligne  gaúche  décrite  sur  un  cone  K  ayant  le 
somniet  au  point  O.  Si  Ton  construit  une  suile  de  génératrices 
infiniment  rapprochées,  la  surface  du  cone,  ainsi  que  la  ligne  L, 
sont  partagécs  respectivement  en  une  infinité  déléments  super- 
ficiels  et  linéaires  infiniment  petits,  que  Ton  peut  regarder 
comme  des  figures  planes. 
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En  supposaiit  alors  qu'une  source  lumineuse  soit  concentrée 
au  sonimet  du  cone,  on  peut  évidemment  énoncer  ces  deux 
príncipes : 

1"  Si  Ton  construit  la  projection  L^,  de  la  ligne  L  sur  le  plan 
tangent   au  cone  K    le  long   de  la  génératrice  OA,   les 
deux  lignes  L,  Lq,  réçoivent  au  point  A  niême  quantité 
de  lumière. 
2"  L'intensité  lumineuse  aux  points  suceessifs  de  la  ligne  L 
garde  niéme  valeur,   quelle  que  soit  la  déformation  par 
flexion  que  Ton  fait  subir  au  cone  K,  pourvu  que  ses 
génératrices  restent  rectilignes  et  que  le  sommet  coincide 
toujours  avec  le  point  lumineux. 
Ces  remarques  et  les  résultats   que  Ton  vient  d'établir  aux 
§§  94,  95  (l"^  Partie),  démontrent  sans  plus  ce  théorème:   St 
une  source  lumineuse  est  concentiée  au  point  O,  pow  avoir  la  ligne 
gaúche  L  le  long  de  laquelle  VinUnsilé  de  la  lumière  esl  exprimable 
par  une  fonction  donnée 


(31) 


I  =  F(R,e) 


du  rayon  vecteur  R  et  de  Vinclinaison  6  des  rayons  lumineux  sur 
la  ligne'. 

í°   On  résout  d'abord  le  problhne  sur  un  plan  passant  par  O 

(§  95-1). 
2°   On  plie  ensuile  le  plan  de  la  ligne  obtenue  L^  sur  la  surface 
d'un  cone  arbilraire  ayant  le  sommet  au  point  O. 

§62 

Le  théorème  de  Quelelet  étendu  à  V espace.  —  Faisons   une   re- 
marque préliminaire.  Soient 


ABC. 


L, 


^o^o^o =  ^0 


Fig.  14 
de  façon  qu'il  soit 


deux  lignes  tracées  sur  une  surface 
réglée  S,  T  la  distance  variable  entre 
les  points  correspondants  de  ces  li- 
gnes, et  6  Tinclinaison  de  L  sur  les 
génératrices  rectilignes  de  S. 

Si  l'on  décrit  sur  la  surface  S  la 
ligne 

ABiCi ^Li 


AoA 


BnB  =  CnCi 


12Í 


il  est  évident  que  si  I'une  des  lignes  L^,  Li  est  une  trajectoire 
orlhogonale  des  génératrices  de  la  surface  S,  Tautre  ligne  jouit 
de  mème  propriété. 

Or  dans  cette  hypothèse  le  triangie  rectangíe  infiniment  petit 
ABiB  donne  la  relation 

BiB 

— -—  =  cos  6 , 
AB 

c'est-à-dire 

(32)  ^=eose. 


Telle  esí  la  condilion  nécessaire  el  suffisan/e  pour  que  ia  ligne  L^ 
soit  une  trajectoire  orlhogonale  des  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  S. 

Cela  pose,  soit  L  une  ligne  gaúche,  O  le  point  lumineux  el  K 
le  cone  projetant  L  du  point  O. 


Fig.  15 

Le  rayon  lumineux  OA  coupe  la  ligne  L  en  A,  et  après  avoir 
subi  la  réflexion  en  ce  point  suivant  la  loi  connue  de  Toptique, 
est  réfiéchi  suivant  une  certaine  direction  AAi  tangente  a  la 
surface  du  cone  K. 

En  eíFet  dans  le  voisinage  du  point  A  la  ligne  L  peut  ètre 
regardée  comme  décrjte  sur  le  plan  tangent  au  cone  le  long  de 
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la  génératrice  OA,  et  par  conséquent  le  rayon  incidenl  OÂ  et 
le  rayon  réfléchi  AA.i  sont  traces  sur  ce  plan. 

Soient  maintenanl:  L^  la  podaire  de  la  ligne  gaúche  L  par 
rapport  au  poiíit  O,  Lq  la  ligne  que  l'on  obtient  en  redoublant 

les  rayons  vecteurs  de  L^,  et  (A,  B,  C,     . .  .),  P,  Q,  R ), 

(A^,  Bq,  Cq,  ....)  des  poinls  correspondants  successifs  des 
ligues  L,  Lp,  Lq. 

En  conservant  les  iriangles  OBBq,  OCCq, invariables 

dans  leur  forme,  faisons  superposer  leurs  plans  au  plan  fixe 
OAAq,  par  de  convenables  rotalions  aulour  des  droites  OB, 
OC, ,  ce  qui  n'altère  nullement  ni  les  dlstances 

T  =  AAo,  BBq,  CCq 

ni  les  angles 

Ô^AqAP,     BqBQ,     CoCR, 


Après  cela  la  figure  de  Tespace  est  réduile  à  la  figure  plane 
du  §  97  (P'"^  Partie),  constiluée  par  la  ligue  plane  L,  la  po- 
daire L^,  la  li^ne  L^  ayant  les  rayons  vecteurs  doubles  de  ceux 
de  Lp,  et  la  caustique  par  réflexion  L|  de  la  ligue  L. 

Or  comme  dans  cette  figure  plane  la  ligue  Lq  est  une  déve- 
loppante  de  L|,  la  condition  (32)  est  vérifiée  par  idenlité.  Elle 
est  donc  vérifiée  uièuie  dans  la  figure  de  Tespace,  ce  qui  dé- 
montre  rorthogonalilé  entre  la  courbe  Lq  et  les  rayons  réfléchis 

AoAAi,  BqBBi, On  parvient  ainsi  à  ce  résullat:  St  L  est 

une  ligne  de  l'espace  illuminée  par  des  rayons  issus  d'un  point 
five  O,  Lp  sa  podaire  par  rapport  à  O,  Lo  la  ligne  que  Vou  cons- 
Iruit  en  redoublant  les  rayons  vecteurs  de  L^,  et  si  Von  suppose  en 
outre  que  la  réflexion  de  la  lumiere  aux  points  successifs  de  L  ait 
lieu  suivant  les  lois  que  Von  vient  d'admeltre  (§  96  —  I),  la  ligne  Lq 
est  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices  de  la  surface  réglte 
lieu  des  rayons  réfléchis 

Cette  proposition  est  la  naturelle  extension  aux  lignes  de 
Tespace  du  théorème  de  Quetelet,  que  lon  a  démontré  pour  les 
lignes  planes  (§  97  —  I). 

§63 

La  reciproque  du  théorème  du  Quetelet  dans  l'espace.  —  Soit  S 
le  surface  gaúche  lieu  des  directions  parcourues  par  un  système 
de  rayons  luniineux  issus  du  point  fixe  O,  qui  ont  subi  la  ré- 
flexion aux  points  successifs  d'une  ligne  inconnue  L,  (Fig,  15). 

II  s'agit  de  conslruire  cette  ligne.  Reiuarquons  d'abord  que, 
quelle  que  soit  la  surface  réglee  S,   ses  génératrices  sont  tan- 
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gentes  au  cone  K  (He  somniet  O)  enveloppé  par  la  suile  de 
plans  definis  par  le  point  O  et  les  snccessives  génératrices  de 
la  surface  S. 

Cela  pose,  soit  Lq  une  trajectoire  ortliogonale  des  généra- 
trices AoAi  de  2,  et  PPi  la  perpendiculaire  au  milieu  du  rayon 
vecteur  OAo  conlenue  dans  le  plan  OAoAi. 

En  supposant  que  PPi  coupe  AoAi  au  point  A,  on  obtient 
les  triangles  égaux  APO,  APAq  donnant  les  relations 

OÂP  =  PÃAo  =  PiÂAi. 

Or  la  ligne  réíléchissanle  L  est  décrile  sur  le  cone  K,  et  la 
tangente  en  A  a  cette  ligne  (en  vertu  d'une  des  lois  de  Toptique) 
a  des  inclinaisons  égales  sur  le  rayon  incident  OA  et  le  rayon 
réfléchi  AAi ;  cela  démontre  que  cette  tangente  coincide  avec  la 
droite  PPi.  —  Autrement  dit,  la  droite  PPi  est  tangente  ;i  la 
ligne  L  au  point  A. 

Ce  raisonnement,  pouvant  êlre  fait  pour  loutes  les  droites 
analogues  a  PPi,  démontre  que:  La  ligne  rcfléchissante  L,  rela- 
tive  au  sysléme  de  rayons  réfiéchis  donné  d'avance,  se  conslruit 
comine  le  lieu  du  point  d  intersection  variable  A. 

Tel  est  le  ihéorème  que,  dans  les  ligues  gaúche,  remplace 
la  reciproque  du  théorènie  de  Quetelel,  démontre  pour  les  lignes 
planes  (§  98  —  I). 

(A  suivre.J 
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s 
sen  —  (O 

rj  =  d , 

sen  —  O) 
n 

onde  nem  são  números  inteiros,  taes  que  s  +  «  =  wz,  e  d  uma 
constante,  e  chama  hyperbole  evolvente  á  curva  representada  pela 
equação 

to 

o  =  d , 

'  sen  CO 

No  opúsculo  citado  são  estudadas  as  propriedades  d'estas 
curvas  e  a  sua  applicação  á  divisão  dos  ângulos. 

Convém  notar  que  a  ultima  curva  é  idêntica  á  coclehoide  c 
que  as  hyperboles  estrclladas  são  idênticas  ás  curvas  conside- 
radas por  Wagner  nos  Nouvelles  Annales  (1851),  por  Bcrali-Forti 
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Depois  descreve  os  trabalhos  feitos  na  França,  Itália,  Áustria, 
Laponia,  Peru,  etc,  para  obter  esta  medida.  É  principalmente 
interessante  a  noticia  detalhada  que  o  livro  contém  dos  tra- 
balhos feitos  pelo  seu  auctor  e  por  Méchain  para  medir  o  meri- 
diano de  Paris. 

a.  T. 


SUR  LA  ROTATION  DES  FORCES 

AUTOUR  DE  LEUR8  POINTS  DAPPLICATION 

ET  LÉQUILIBRE  ASTATIQUE 

PAR 

Fernando  de  Vasconcellos 


(Suite) 


§  VII.  —  Positions  de  l'axe  central  des  moments.  Circonférence 
directrice  des  axes  centraux.  Cylindre  de  réduction  des 
axes  centraux.  Couple  minimum  K.  Ellipsoide  des  mo- 
ments máxima.  Positions  de  1\  correspondant  au  maxi- 
mum  et  au  minimum  absolus  de  K.  Ellipsoide  central 
pour  les  diíFerents  points  du  corps.  Démonstration  du 
théorème  de  Minding. 


MiNDi.NG  cherchant  pour  les  diíTérenres  orientations  du  corps, 
quelle  doit  ètre  Ia  position  de  l'axe  ceiílral  pour  que  le  eouple 
minimum  soil  nul,  c'est-à-dire,  cherchant  ia  disposition  des 
droites  qui  peuvent  étre  les  resultantes  uniques  du  système 
des  forces,  fut  conduit  à  Tinvention  du  remarquable  théorème 
(n."  11),  considérant  les  traces  de  Taxe  central  dans  les  pians 
milieux  du  sysihne  — ,  plans  des  xz  et  des  yz. 

Damki-  da  Silva  Iraitant  le  mèiiie  problème,  mais  cherchant 
la  trace  de  l'axe  central  dans  le  plan  des  xy,  fut  conduit  à 
rinvention  daulres  propositions  très-importantes.  Dans  son 
étude,  il  a  considere  les  variations  du  couple  minimum  K,  et 
il  determina  les  positions  de  R  correspondantes  au  minimum 
et  au  maximum  absolus  de  K. 

M.  Darboux,  comme  nous  avons  déja  dit,  a  complete  le  théo- 
rème de  Mi>Di;NG  en  montrant  (|ue  si  Ton  considere,  dans  toutes 
les  positions  du  système  des  forces.  Taxe  central  des  moments 
VoL,  VII  —  N."  3  1 
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de  PoiNSOT,  cel  axe  apparlienl  ò  un  complexe  reiíiarquablc  du 
second  ordre.  En  outre,  il  a  fait  la  déinonstralion  du  iiiènie 
théorème  par  leniploi  de  ellipsoide  central. 

Des  resultais  obtenus  par  Dainiel  da  Silva  et  de  ceux  de 
M.  Darbolx,  nous  allons  trailer. 

24.  Ciiconférence  direclrice  des  ajces  cenlraux.  —  Prenant  le 
centre  du  système  (centre  du  plan  central  de  Mõbius)  pour  ori- 
gine des  coordonnées,  et  supposant,  par  conséquent,  que  laxe 
des  z  a  la  direction  de  R  et  que  les  axes  rectangulaires  sont 
dans  un  plan  normal  a  R,  la  déeomposition  de  chacune  des 
forces  du  système  donne,  outre  Ia  composante  parallèje  à  R, 
les  deux  couples  de  forces  X  et  Y  parallèles  au  plan  des  xy^  et 
de  bras  z,  qui  sont  les  coordonnées  des  points  d'application 
de  X  et  Y,  et  dont  les  moments  máxima  sont  Xz  et  Yz;  alors, 
la  grandeur  du  couple  résultant  de  tous  les  couples  parallèles 
à  un  plan,  est  donnée  par 


v/(SXz)2  +  (VYz)2, 

et  l'on  obtient  la  position  de  Taxe  central  des  moments,  en  dé- 
plaçant  R  parallèlement  au  plan  de  ce  couple  résultant  dans  le 
sens  convenable  jusqu'à  une  distance  p  du  centre  des  moments, 
définie  par 

Rp  =  sj^y^zf  +  (SYz)2, 

Si  Ton  suppose,  maintenant,  que  le  système  des  forces  fait  des 
rotalions  autour  de  la  resultante  R  simultanément  avec  les  axes 
Ox  et  Oj/,  SXz  et  SYz  ne  changeront  pas,  et,  par  conséquent 
p  ne  cbangera  pas  de  grandeur  et  Taxe  central  tracera,  dans  le 
plan  des  xy^  une  circonférence,  —  circonférence  directrice  des 
axes  cenlraux  des  moments — ,  ainsi  nommée  par  Damkl  da  Silva. 
Le  centre  du  système  será  le  centre  de  cette  circonférence, 
dont  Ic  rayon  será 

_  v/(^Xzr^+(SYz)^ 
P-  1^ 

Donc, 

Quand  les  yslhne  des  forces  tourne  autour  de  R,  Vaxe  central  des 
moments  engendre  un  cylindre  droil,  ayant  pour  base  cette  circon- 
férence, Vaxe  passant  constamment  par  le  centre  du  système,  quelle 
tjue  soit  la  direction  de  R,  Cette  propriélé  peut  ètre  considérée, 
comme  Ia  généralisalion  du  principe  du  centre  des  forces  paral- 
lèles. 
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25.  Cylindre  de  réduction  des  axes  ceniraux.  —  Considérons 
le  svstème  d'axes  du  n.°  précédent,  et  imaginons  que  le  système 
des  forces  tourne  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace,  ce 
qui  íait  changer  constammeiít  la  direclion  de  R,  et  la  valeur  du 
rayon  p  de  la  circonférence  directiice  des  axes  centraux.  Dans 
ce  raouvement,  les  composantes  X,  X',  .  .  . ,  Y,  Y',  .  .  .,  paral- 
lèles  au  plan  des  xy  ne  changeront  pas,  mais  z,  z',  .  .  .,  varie- 
ront.  Élant,  comme  cela,  nous  allons  chercher  la  valeur  de  p 
pour  toute  direclion  de  R. 

Si  Ton  passe  de  la  configuration  initiale,  pour  une  aulre  con- 
figuration  oCi  R  ait  une  direclion  définie  par  les  cosinus  c,  c',  c" 
des  angles  que  sa  nouvelle  direclion  fait  avec  les  axes  priniilifs, 
designam  a,  «',  «",  b,  b\  b" ,  c,  c' ,  c"  les  cosinus  des  angles  que 
la  nouvelle  position  Ox'y'z'  des  axes  fait  avec  les  axes  Oxyz,  et 
x' ,  y\  z'  les  coordonnées  des  points  d'applicalion  des  forces, 
11  será 

z'  —  cx-\-  cy  +  c"z, 
et,  par  conséquent, 

SX2'  =  cSXa?  +  c'SXy  +  c''SXz, 
SYz'  =  c2Xx  +  r'2Y?/  +  í-"2Yz. 

Mais,  dans  la  configuration  initiale,  R  est  perpendiculaire  aux 
bras  des  couples  résullants,  élant  alors  SXz  =  2Yz  =  0.  Donc, 
il  viendra 

,     G^  [(SXa;)2+(2Ya;)2]  -fc'2f  (EX2^)2+(XY2/)2j+2cc'(SXa;SXH-EYxSY^) 
p-= jp , 

p  désignant  le  rayon  de  la  circonférence  direclrice  des  axes 
centraux  dans  la  nouvelle  configuralion.  El,  si  Ton  suppose  que 
dans  la  configuralion  initiale,  Oíc  et  Oy  sont  diriges  suivanl  les 
semi  axes  A,  B,  de  Tellipse  de  réduction,  en  tenant  compte  des 
équations  (65),  on  aura 

(71)  RV^^AV  +  BV^ 

Cette  équation  (71)  suppose,  donc,  que  dans  la  configuralion 
initiale  est  R  perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse  de  réduction, 
et  que  les  axes  des  x  et  des  y  sont  diriges  suivanl  les  semi  axes 
de  Tellipse  de  réduction.  Taxe  des  z  élant  parallèle  à  la  resul- 
tante générale  R. 

Si  Ton  suppose,  encore,  que  R  prend  toute  direclion  dans 
Tespace,  et  que  Ton  prend,  pour  chacune  des  direclions  de  R, 
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fi  2 

et  ;i  partir  du  cenlre  du  systènie,  une  grandeur  r  =  — ,  dési- 

r 
gnaiit  íc,  y,  les  coordonnées  de  rextrémité  mobile  du  vecteur, 

il  será 

r        R*'  r  ~R2' 

alors,  de  (71),  il  viendra 

(72)  H6  =  A2a;2  +  BV> 

que  c'est  Téquation  d'un  cylindre  droit,  dont  la  base  est  une 
ellipse  d'axes  diriges  suivant  les  axes  de  Tellipse  de  réduclion. 
L'axe  de  ce  cylindre  est  perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse, 
et,  par  conséquent,  il  est  perpendiculaire  aux  bras  des  deux 
couples  résultants  des  composantes  des  forces  données,  paral- 
lèles  au  plan  perpendiculaire  a  H  dans  une  configuration  quel- 
conque.  Les  seuii-axes  de  l'ellipse  base  du  cylindre,  seront 

et  les  rayons  p  des  circonférences  directrices  des  axes  centraux, 

1  ^    ,, ,         .  Fl"  ,        ,  , 

ayant  egard  a  1  equalion  p  =  — ,  seront  donnes  par  les  rayons 

vecteurs  r  du  cylindre  droit,  d'équation 

(73)  ^-F^'-' 


Ai2    '    Bi2         • 

Daniel  da  Silva  a  nommé  la  surface  définie  par  les  équations 
(72)  ou  (73),  cylindre  de  réduclion  des  axes  centraux. 

Ón  reconnait  aussi  que  Tellipse  de  léduclion  et  Tellipse  base 
du  cylindre  sont  seniblables  et  concentíiques,  mais  les  axes 
bomologues  de  ces  ellipses  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

Damel  da  Silva  a  nommé  premier,  second  et  troisième  axes 
principaux ,  les  trois  axes  coordonnées  Ox,  Oy,  Oz  auxquels  se 
rapporte  le  cylindre  de  réduction;  couples  ri sultants  principaux, 
les  couples  dont  les  bras  sont  diriges  suivant  le  premier  et  le 
second  axes  principaux;  première,  seconde  et  troisième  configura- 
tions  principales,  celles  oú  R  est  dirigée,  respeclivement,  suivant 
le  prtmier,  le  second  et  le  troisième  axes  principaux.  Les  va- 
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leurs  de  p  dans  ces  configuialions,  seront 
R2       A  R2       B 

pi  =  Ã7^R'  P"^=^b7^'r'  p^  =  ^' 

et  de  (71),  il  viendra 

(74)  p'  =  c5pi2  +  c'V' 

équation  qui  donne  la  valeur  des  rayons  des  circonférences  di- 
rectrices  dans  une  configuralion  quelconque,  en  fonction  des 
rayons  pi  et  p'2  des  deux  preinières  configurations  principales. 
D'ailleurs,  Téquation  (74)  exprime  que  les  circonférences  dire- 
ctrices  sont  égales  et  coincidantes  dans  les  configuralions 
auxquelles  correspondent  des  positions  de  R  directement  op- 
posées.  On  concluera  aussi  que  R  será  Taxe  central  des  nio- 
ments  dans  la  troisième  configuration  principale. 
S'il  est  A  =  B,  on  aura 

p2=pi2(,2^,'2)_pj2(,_,.2). 

et,  désignant  y  Tangie  de  R  avec  le  troisième  axe  principal,  il 
será 

p  =  pisenY, 

ce  qui  exprime  que  dans  les  configurations  correspondantes 
aux  directions  de  R,  considérée  comme  génératrice  dun  cone 
droit  de  base  circulaire,  et  donc  Taxe  est  le  troisième  axe  prin- 
cipal et  le  sommet  est  le  centre  O,  les  circonférences  directrices 
seront  égales. 

Si  les  bras  m  et  m'  des  deux  couples  résultants  sont  paral- 
lèles,  ou  si  l'un  de  ces  bras,  ou  Tune  des  forces  SX,  SY,  est 
zero,  les  deux  couples  sont  réduits  à  un  couple  unique-,  alors, 
le  cylindre  de  réductioii  est  transforme  en  deux  plans  perpen- 
diculaires  au  bras  du  couple  unique.  En  eíTet,  désignant  ?/i,  ?/2, 
y'i,  2/'2,  les  ordonnées  des  centres  des  forces  parallèlcs  LX,  SY, 
si  Ton  suppose  que  subsiste  le  couple  de  force  SX,  il  será 

yi—y-2  =  o,   ?/'i— ^2  =  0, 

ou 

3/1-3/2-0,    SY  =  0; 
donc 

R2  =  (SX2/)^  +  {^Yyf  ^  {y,  -  y,f  (SX)^  +  {y\  -  y',f  (LY)^  =  O ; 
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et  de  (72)  el  (73),  il  viendra 

Dans  ce  cas,  il  est  p2  =  0  et  de  (74),  il  vient  p^^^^j^^a  Dono 
Dans  les  cortfigurations,  ov  le  b>as  du  couple  unique  fait  avec  R, 
des  aneles  tgaux  ou  supplémenls,  les  circonfírejices  directrices  sont 
(gales:  R  será  Vaxe  central,  dam  les.  configurations,  ou  R  soit perpen- 
diculaire  au  bras  du  couple  réstdtant,  cest-a-dire,  quand  il  esl  p  ^  0. 
Si  le  système  des  forces  primitives  se  réduit  à  une  resultante 
unique,  será  R  Taxe  central  des  momeuts  dans  toutes  les  con- 
figura tions. 

26.  Couple  minmum.  —  Dans  toute  orientation,  un  système 
de  forces  tournantes  oCi  R  n'est  pas  nul,  est  represente  par  la 
position  de  son  axe  central,  par  la  grandeur  et  le  sens  de  R, 
et  par  le  couple  résultant  minimum,  c'est-h-dire,  par  le  couple 
résultant  perpendiculaire  a  R.  Désignant  X,  Y,  Z  les  compo- 
santes  des  forces  par  rapport  a  trois  axes  coordonnés  i-ectan- 
gulaires  oú  Oz  est  parallèle  à  R,  et  cc,  ?/,  z,  étant  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application,  le  moment  du  couple  minimum  será 

G,  =  S(Yaj-X^); 

ou,  désignant  y  les  angles  des  forces  données  F  avec  Taxe  des  z, 
et  cp  étant  Tangle  que  les  projections  de  ces  forces  dans  le  plan 
des  xy  font  avec  Taxe  des  x,  on  aura 

G^  =  SF  sen  y  (x  sen  cp  —  y  cos  cp). 

Si  Ton  suppose,  maintenant,  que  les  foi-ces  ont  fait  une  ro- 
tation  de  90°  autour  de  R,  dans  le  sens  direct,  on  obtiendra 

Giz  =■  ^  0^^  +  Y?/)  =  SF  sen  f  {x  cos  'f  +  ?/  sen  cp). 

R  changeant  de  direction,  c'est-à-dire,  les  axes  tournant  au- 
tour de  Torigine  et  étant  amenés  a  la  position  Ox'y'z',  les  com- 
posantes  X,  Y  des  forces  ne  changeront  pas.  Alors,  il  será 

x'  =  ax-\'  a'y  -{-  a"z,    y'  =  òx -{- ò'y  ~x-ò"z, 

et,  par  conséquent, 


(75) 


G,,  -  S  (Ycc'  —  X^')  =  aSYíc  +  «'SY^/  -f 
-f  a"SYz  -  ^SXíc  -  ^'SXz/  -  ^"SXz, 

Giz/  =  S  (Xcc'  +  Yy')  =  «SXa;  +  «'SX?/  + 
+  a"SXz  -f  fjHYx  -f  6'SYj^  -f-  ò"'LYz ; 
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£c',  ?/',  z'  désignant  les  coordonnées  des  points  d'applicalion  des 
forces  par  rappoil  a  la  nouvelle  posilion  des  axes  définie  par 
les  neuf  paramèlres  «,  «',  a"  \  b,  b',  V' \  c,  c' ,  c" . 

K  étant  le  niaximum  des  nioinents  résultants  mínima  corres- 
pondanles  à  toutes  les  configuralions  qui  résultent  des  rolations 
des  forces  autour  de  R,  on  aura 

(16)  K2  =  GV  +  G'^,,.-, 

équation  que  Ton  peut  déduire,  remarquant  que  dans  la  rola- 
tion  des  forces  Ri  d'un  couple  quelconque  autour  de  leurs 
poinls  d'applicaLÍon,  le  moment  changera,  en  toute  posilion, 
avec  Tang^le  a  des  forces  avec  les  bras  ^,  et  qu'il  aura  la  valeur 
maximum  Ki  =  Ri^,  dans  la  posilion  oíi  R  soit  perpendiculaire 
h  ~f).  En  general,  le  nionient  Mi  est  donné  par 

Ml  =  Ri^  sen  a  =  Kj  sen  a  =  Kj  cos  p, 

P  désignant  Tangle  des  deux  directions  de  Ri,  et  dans  la  con- 
figuration  primitive,  et  dans  celle  des  moments  máxima.  Dans 
une  configuration  normale,  il  será 

M-2  =  Ki  senp; 
donc 

Ki2=3.Mr2  +  Má2, 

ce  qui  jdstifie  Téquation  (76). 

27.  Ellipsoicle  (les  moments  máxima.  —  Imaginons  la  posilion 
initiale  telle  que  nous  lavons  définie  au  n."  25;  il  será,  alors, 
SXz  =  SYz==0.  Donc,  de  l'équation  (76)  on  trouvera 

K2  =  («2  +  ^2)  [(2Xír)2  +  (SYíc)2]  +  («'2  +  ô'2)  [(SX2/)2  + 
+  (SY3/)2]  +  2  {atí  -  ba')  (SXícSY?/  -  SXySYíc) ; 

et  puisqu'il  est 

SX£cSY^-SX?/SYíc  = 
=  A'R'  (sen  R'£c  cos  A'£c  —  cos  R'íc  sen  k!x)  =  A'B'  cos  (o  =  AB, 

A',  B',  étant  deux  diamètres  conjugues  qui  font,  entre  eux, 
Tangle  to,  il  viendra 

(77)  K2  =  A2  ( 1  -  c^)  +  B2  ( 1  _  £•"-!)  +  2 ABc". 
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Oii  aura,  encore, 

(78)  K"^  =  BV-  +  AV^  +  (A2  +  R-^j  c"^  +  2 Ali .  c", 

équation  qui  donne  le  maximum  K  cies  momenls  resullants  mí- 
nima, pour  toiUe  direclioii  de  K,  définie  par  les  cosinus  c,  <?',  c" 
des  angles  que  R  fait  avec  les  trois  axes  principaux. 

L'équalion  (78)  exprime  qu'il  est  toujours  K"^>2ABc"*,  et  si, 
pour  toute  direction  de  R,  à  parlir  du  centre  du  système,  et 
dans  le  sens  de  celte  force,  lOn  prend  un  vecteur  /•,  defini  par 


(79)  Rí  — 2AB 


R6 


supposant  encore  que  ccj,  ^i,  zi,  désignent  les  coordonnées  de 
Textrémité  de  ce  vecteur  par  rapport  aux  trois  axes  principaux, 
et  faisant  G^  =  A^-|-1^^í  des  équations  (78)  et  (79),  on  trouvera 

(80)  R6  =  R2a;i2  ^  A.2^j2  ^  c^zi^ ; 

qui  est  Téquation  d'un  ellipsoide,  nomnié  pgr  Daniel  da  Silva, 
ellipsoide  des  momenls  máxima,  et  dont  les  semi-axes  Ag,  R2,  C2, 
ayant  égard  à  Téquation  (72),  seront 

A2  =  -ír-  =  Bl,     B2=--i-=Ai, 
}J  A 

^       R3  R3  AiRi 

t-j2  =  -^r- 


La  section  principale  de  cet  ellipsoide,  correspondant  aux 
semi-axes  majcur  et  moyen,  est  une  ellipse  semblable  à  Tellipse 
de  réduction,  et  égale  à  celle  qui  est  la  base  du  cylindre  de 
réduction  des  axes  centraux,  mais  placée  de  manière,  que  les 
axes  homologues  sont  perpendiculaires.  La  valeur  He  C2,  ex- 
prime que  le  semi-axe  mineur  de  lellipsoide  est  égal  à  la  dis- 
tance  du  centre  de  la  base  du  cvlindre  de  réduction  à  la  corde 
qui  unit  les  exl remites  des  axes  de  la  mème  base. 

28.  Posilions  de  R  conespondan/es  au  minimuvi  et  au  viaximum 
absolus  de  K.  —  De  Téqualion  (78),  on  déduit  qu'il  est  K  =  A  +  B, 
dans  la  troisième  configuiation  principale,  et  qu'il  est  K  =  A  et 
K  =  B,  respectivement  dans  la  seconde  et  dans  la  première  con- 
figurations  principales;  puisque  Ton  aura  í"  =  c'  =  0  et  c"  =  +l, 
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dans  le  premier  cas,  c  =  c"  =  0  et  £-'  =  +1  dans  le  second, 
£''  =  í'''  =  0  et  c  =  +l  dans  le  Iroisiènie,  dépeiulanl  les  signes  -\- 
et  — ,  des  cas  oú  R  soit  dirig^ée  suivant  la  direction  positive  ou 
la  direction  négative  des  axes  principaux.  (3n  obtient,  aussi,  les 
nièmes  concliisions,  en  remarquant  que,  si  Oz,  parallèle  à  R, 
est  perpendicidaire  au  plan  de  Tellipse  de  réduclion,  dans  la 
configuration  ou  Ox  et  O^  sont  tels  que  les  bras  des  deux 
couple?  coincident  respectivement  avec  le  pi'einier  et  le  second 
axes  principaux,  K  será  maxinium,  lorsque  les  forces  SX,  SY 
des  deux  couples  sont  perpendiculaires  à  Ox  et  O^,  étant  alors 
K  =  A  +  B;  si  R  est  dirigée  suivant  le  second  axe  principal  ou 
suivant  le  premier,  les  couples  correspondants  à  Oy  ou  à  Ox 
auront  une  piojcction  nulle  dans  le  plan  perpendiculaire  a  R, 
et  il  será  K=A  ou  K  =  R. 

Pour  obtenir  les  directions  de  R  pour  lesquelles  il  est  K  =  0, 
nous  allons  donner  à  Téquation  (78),  la  forme 

K2  =  R2  -{-  (A2  -  R2)  c'-2  _j_  A2c"2  +  2ARc". 
ou 

K2  =  (A2  -  R2)  c"2  +  (B  +  Aí•")^ 

correspondante  à  Thypothèse  A>B;  et 

K2  =  (B2  -  A2)  c2  +  (A  +  BcY, 

si  A<B.  Si  Ton  siippose  A  =  B,  Tellipsoide  des  moments  má- 
xima será  de  révoluiion  autour  de  Oz;  alors  de  (78),  il  viendra 

K2  =  ^2  (^2  _|_  ^'á  _|.  2c"2  -|_  2c")  =  A2  (1  +  cy, 

et 

(81)  K=-Â(í  -hc")  =  2Acos2^/., 

X  étant  Tangle  de  R  avec  le  troisième  axe  principal. 

Dans  la  preniière  hypolhèse,  il  será  K  =  0  pour  les   valeurs 

c'  =  0  et  c"  = — •,  il  Y  aura,  donc,  une  resultante  unique  dans 

A        "  ^ 

toutes  les  configurations  ou  R,  exislant  dans  le  plan  du  premier 

et  du  troisième  axes  principaux,  ou,  ce  qu'il  est  le  méme,  dans 

le  plan  des  senii-axes  majeur  et  mineur  A2   et  C-2,   fera  avec  ce 

dernier  axe,  un  angle  defini  par  c'' = --,   angie   qui   corres- 

pondra  à  deux  posilions  symétriques  de  R  par  rapport  à  Cj. 
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Dans  rhypothèse  A<B,  c'cst  K  =  0  pour  les  valeurs  c  =  0 

et  c"  =  —  —-•,   R,  alors,  doit  étre  dans  le  plan  du  second  et  du 

troisième  axe  principal,  ce  dernier  axe  étant  la  bissectrice  de 
Tang^le  des  deux  positions  de  R,  auxquelles  correspondra  K  =  0. 

Si  A  =  B,  Ton  obtiendra  le  minimuni  K  =  0  pour  c"  =^ — 1, 
c'est-à-dire,  le  syslènic  des  forces  aura  une  resultante  unique 
en  toutes  les  configurations  oCi  K  coincidera  avec  la  direclion 
négative  du  troisième  axe  principal, 

Pour  déterminer  le  maxinium  absolu  de  K,  quand  il  est 
A>B,  donnons  à  Téquation  (78)  la  forme 

K2  =  (A  +  Bc"f  -  (A2  -  B2)  c'\ 
et,  quand  il  est  A  <  B,  la  forme 

K^^  =  (B  +  Aí-")2  -  (B2  -  A2)  c'2; 

ces  formules  expriment  que  le  maximum  K=A  +  B  a  lieu  pour 
í  =  c'  =  0,  £■"—!,  valeur  qui  correspondra  aux  directions  de  R, 
qui  coincident  avec  la  direction  positive  du  troisième  axe  prin- 
cipal. 

Si  A  =  B,  Ton  obtient  le  maximum  K  =  2A  pour  c'' =  1.  La 
formule  (81)  exprime  aussi  que  Ton  aura  K  =  A  pour  X  =  90°, 
c'est-à-dire  pour  toutes  les  configurations  oíi  R  est  perpen- 
diculaire  au  troisième  axe  principal;  et,  en  general,  toutes  les 
configurations,  ofi  R  fait  des  angles  égaux  avec  la  direction  po- 
sitive du  troisième  axe,  auront  des  moments  maxÍ7na  K  égaux 
entre  eux. 

Si  le  système  des  forces  se  réduit  à  une  resultante  et  à  un 
couple,  supposant  que  le  bras  du  couple  résultant  est  parallèle 
a  Taxe  principal  Oíc,  on  aura  B  =  0,  et,  par  conséquent,  Téqua- 
tion  donnera 

K2^(l-í'2)A2  =  A2sen2a, 

a  désignant  Tangle  de  R  avec  le  bras  du  couple  résultant,  et  A 
étant  le  moment  maximum  de  ce  couple,  Donc,  Ton  obtiendra 
le  maximum  A  de  K,  dans  les  configurations  oíi  R  est  perpen- 
diculaire  à  ce  bras;  et  Ton  obtiendra  K  =  0,  c'est-a-dire,  il  y 
aura,  une  resultante  unique,  dans  toutes  les  configurations  oíi 
R  est  dirige  suivant  le  mème  bras,  En  general,  les  configura- 
tions, ofi  R  fait  des  angles  égaux  ou  supplémentaires  avec  la 
direction  du  mème  bras,  auront  des  moments  máxima  égaux 
entre  eux. 
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Si  le  svstème  des  forces  se  réduit  à  une  resultante  unique,  il 
será  K  =  0,  dans  toutes  les  configurations. 

29.  Si  maintenant,  nous  voulons  ciíercher  toules  les  dire- 
ctions  de  R,  auxíjuelles  correspond  le  niéme  nioment  K,  nous 
vérifions  qu'clles  sont  déterniinées  par  les  rayons  vecteurs  r  qui 
appartiennent  ensemble  aux  deux  courbes  d"intersection  de  l'el- 
lipsoide  des  moments  máxima  et  de  la  surface  de  révolution 

R« 


K-  -  2A}{c"  ' 


donnée  par  Téquation  (79).  Cette  surface,  dont  la  génératrice 
esi  une  courbe  du  (juatriènie  ordre,  rencontrera  toujours  la 
direction  négative  du  Iroisiènie  axe  principal,  et  elle  será,  par 
conséquent,  une  surface  fermée  du  cote  de  cet  axe.  La  distance 
de  ce  point  d'intersection  au  centre  du  système,  est 

R3 

(82) 


i/K2  +  2AB 


et,  par  conséquent,  il  será  ?'  =  C2,  si  K2  + 2AB  =  A^-f-B-,  ou 
K  =  A  —  B;  ce  qui  exprime  que  la  surface  de  révolution  et  l'el- 
lipsoide  auront  une  tangente  conimune  dans  Textréniité  infé- 
rieur  de  Taxe  2C2.  La  mème  surface  rencontrera  la  partie  po- 
sitive du  troisième  axe  principal,  c'est-à-dire,  será  entièrement 
fermée,  si  K->2AB-,  si  K"-  =  2AB,  cet  axe  será  une  asymptote 
de  la  surface  (82)",  et  si  K-<^2x\B,  on  aura  un  cone  asympto- 
tique  de  base  circulaire,  ou  Tinclinaison  de  Taxe  sur  une  géné- 
ratrice  quelconque,  est  donnée  par 

ti  "i 

c    =  cos  k  = 


2AB 

Pour  compléter  cette  étude,  Damel  da  Silva  a  determine, 
poui"  cbacune  des  directions  de  R,  les  configurations  oíi  une 
resultante  unique  existe,  c'est-h-dire,  les  configurations  oò  le 
moment  résultant  minimum  est  — K,  ou  K  =  0,  et  les  configu- 
rations  ou  le  moment  résultant  minimum  est  maximum  -|-K;  et 
il  a  ti'ouvé,  outre  quelques  résultats,  trouvés  déjà  par  Mõbius, 
d'autres  entièrement  nouveaux,  dont  quelques'uns  ont  été  aussi 
obtenus  postérieurement,  par  M.  Darboux. 

En  partant  de  la  première  des  équations  (75),  qui  represente 
un  moment  résultant  minimum  quelconque,  imaginons  que  la 
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configuration  initiale  est  définie  par  Gr  =0,  en  mènie  lemps 
que,  li  étant  dii'igée  suivant  la  direclion  positive  Oz,  et  les  axes 
fixes  élant  diriges  respectiveinent  suivant  les  premier,  second 
et  troisièine  axes  principaux,  avec  lesquels  coincident  les  axes 
mobiles  Ox',  O?/',  Oz',  les  bras  des  deux  couples  résultants 
sont  dii"igés,  suivant  Ox'  et  Oy  ;  il  será  alors 

(83)  G,,=^a'B-bA, 
puisquil  est 

SX?/  =  SY£c  =  SX2  =  SYz  =  0,    vxa;=:A,    SY?/  =  B. 
Donc,  pour  toutes  les  configurations  oú  il  est  G;/^0,  on  aura 

(84)  a'B  — ÍA  =  0, 

aui,  par  les  formules  bien  connues  d'EuLER,  deviendra 

,„   ,  (     (sen  (p  cos  tjj  cos  d  -[-  cos  cp  sen  <Jí)  B  + 

^     ^  j-f- (sen({)cos  çpcos  0  +  sen  cpcos  cf))  A  =  O, 

6  désignant  Tangle  ZOZ',  ']>  Tangle  que  fait  Taxe  primitif  Oa?  avec 
la  trace  du  plan  x'y'  avec  xy,  et  cp  Tangle  de  Oíc'  avec  la  même 
trace. 

De  (85),  on  déduit  facilement 

,  Acosô  +  B 
(86)  tangcp  =  -tang.p^^^^^-p^; 

équalion  trouvée  antérieurement  par  Mõbius,  en  recherchant  les 
positions  particulières  d'équilibre  dun  corps  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  point  fixe,  dans  le  cas  oú  ce  corps  ait  seulement 
un  plan  central  et  que  B  ne  soit  pas  nulle.  Elle  exprime  que, 
si  une  (íirection  quelconque  de  B  est  donníe,  oii,  ce  quil  est  le  même, 
si  le  plan  x'y'  ou  les  angles  d,  '\>  sont  drfennÍ7us,  il  y  aura  toujours 
deux  configurations,  cest-à-diie,  deux  orientations  du  corps,  pour 
lesquelles  les  forces  se  rtduisenl  a  une  resultante  unique,  qui  corres- 
pondent  aux  angles  cp  eí  tp  +  180*. 

Supposant  maintenant  que  Ton  prend  pour  configuralion  ini- 
tiale, celle  qui  correspond  au  maximum  K  =  A-|-B  du  moment 
résultant  mininium,  Oz  ayant,  en  outre,  la  direction  et  le  sens 
du  troisième  axe  principal  Oz,  ou  de  B,  et  les  deux  couples  ré- 
sultants étant  aussi,  deux  couples  principaux,  on  aura 

SY^  =  SYz  =  SX«  =  i:Xz  =  0,    SYíK-B,    SX^/^-A; 
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et,  par  conséquent,  de  la  preniière  des  équalions  (75),  il  viendra 

(87)  G,'  =  aB-\-ò'Ã, 
qui,  par  les  formules  d'EuLEii,  donnera 

Gz  =  —  sen  cpi  sen  'j»i  (B  cos  6  +  A)  +  cos  cpi  cos  'j»j  (B  +  A  cos  d), 

oú  ']>i  = '>  —  90^  et  cpi  =  cp  +  90°. 

Ces  valeurs  cfi,  '\>{,  introduites  dans  Téquation  (86),  donnent 

,     Bcosô  +  A 

(88)  tang cpi  ==  - tang ^].i    AcosÔ  +  B" 

D'aillears,  si  nous  supposons  que  les  configurations  initiales 
sont  celles,  que  Ton  peut  déduire  des  configuralions  iniliales 
qui  ont  donné  origine  aux  équations  (83)  et  (87),  en  amenant 
le  svslènie  Ox'y'z'  des  a\es  mobiles,  à  faire  une  rotalion  de  180° 
autour  de  K,  les  équalions  (83j  cl  (87)  deviendront  respeclive- 
menl 

—  G,'  =  «'B  — iA,    —Gz,^aYi-\-ò'A, 

puisque  Ton  aura 

SXíc--A,    SYj;=-B, 

dans  le  premier  cas-,  et 

SY£C  =  — B,    SX?/  =  A, 
dans  le  second. 

En  réunissant,  dans  une  seule,  les  deux  hypothèses  que  nous 
avons  considere,  il  viendra 

(89)  +G^/  =  a'B  — ^A, 

(90)  ±G;.  =  flB  +  Z/'A; 

L'équation  (89)  correspondra  au  cas,  oò.  Ton  prend  pour 
configuralion  iniliale,  Tune  de  celles  oú  il  esl  G;  ==  O,  R  étant, 
en  oulre,  dirigée  suivanl  la  direction  positive  du  troisième  axe 
principal;  et  Téquation  (90)  correspondia  ;ui  cas  ou  la  configu- 
ralion  iniliale  est  Tune  de  celles  oii  G^'  aura  la  valeur  maximum 
(A  +  B),  ou  Ia  minimum  —  (A -|  B),  R  éiant  aussi  dirigée  sui- 
vant  la  direction  indiquée, 

Étant  G;' =  O,  Téquation  (87)  donnera 

(91)  «B-f^'A  =  0. 
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Les   deux  équations  (89,   90)   détermineront,    pour   chacune 
des  directions  de  R,  les  deux  configurations  oú  G^/  est  un  ma- 

ximum  ou  un  minnnuni;  pour  cela,  1  on  doit  laire  — —  =  0,  et 

«Cp 

exprimer  «',  b,  a,  b'  par  les  formules  d'EiiLER.  Comme  cela,  de 
(89),  Ton  déduit 

(92)  ^'B  +  aA  =  0; 

et  de  (90),  il  viendra  , 

(93)  ^B-a'A  =  0, 

équation  qui  est  equivalente  à  la  formule  (88). 

Ayant    égard    aux   conditions    (92,    93),    les   deux   équations 
(89,  90)  devieiment 

±G./  = 


équations  qui  donnent  les  moments  máxima  et  les  momenls 
minima,  dans  le  cas  oú  il  est,  dans  la  configuration  initiale, 
G,i  =  O,  ou  G,/  =  ±  K. 

Suivant  la  méthode  que  nous  avons  déjà  indiquée  dans  Tétude 
des  différentes  positions  d'éqiiilibre,  DaíMel  da  Silva,  pour  de- 
finir, d'u!ie  manière  precise,  les  directions  correspondantes  a 
G,/  =  0  et  à  G^/=±K,  a  exprime  les  formules  (84,  91,  92,  93) 
au  moyen  du  système  d'angles  o),  x,  ?/,  z  (n.°  19). 

Outre  la  discussion  des  formules  ainsi  transformées,  Damel 
DA  Silva  a  fait  une  discussion  préliminaire  de  la  formule  (86), 
dont  les  conclusions,  auxquelles  le  mème  géomèlre  se  rapporte 
dans  sa  letlre  de  réclamation,  à  propôs  du  thcorème  de  Minding, 
et  celles  de  la  formule  (88),  sont  identiques  à  celles  que  Ton 
obtient  de  la  discussion  des  formules  transformées  auxquelles 
nous  faisons  référence.  De  celles  ci,  nous  allons  traiter  parti- 
culièrement,  puisqu'elles  donnent  une  representa tion  plus  pre- 
cise et  evidente  des  configurations  oCi  il  est  G;/  =  0  et  G.;  =  ÍK. 

En  faisant  la  transformation  des  coordonnées  dans  Téqua- 
tion  (84),  on  trouvera 


(9i) 


(      [cos  z  sen  co  -|-  ( 1  —  cos  lu)  cos  x  cos  ?/]  B  + 
I  +  [cos  z  sen  lu  —  (1  —  cos  cu)  cos  x  cos  ?/]  A  =  O, 
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d'ou, 

^  1      _       cosz  A  +  B 

^     ^  ^2  cos£ccos^    A  —  B* 

Léquation  (91)  est  aussi  iransforniée  en 

[cos  0)  +  ( 1  —  cos  oi)  cos2  x]  B  +  [cos  oj  +  ( 1  —  cos  O))  cos-  ^]  A  =  o , 

ou 

,    ^  A  cos^  V  +  R  COS^  03 

(96)  —  cos(u  =  - /      „ ^. 

^  A  sen^  ?/ +  B  sen'' a; 

Et,  comme  iious  avons  vu  que  (92,  93)  ont  élé  déduites  res- 
peclivement  des  équalions  (91,  84)  en  changeant  réciproque- 
ment  les  valeurs  A,  B,  nous  pourrons  déduire  des  équations 
(96,  95),  conime  des  transforniations  de  (92,  93),  les  suivantes 

,^_.  A  cos^íc  + B  cos^  V 

(97)  — cos  CO 


(98)  -tang^co 


A  sen^  a?  +  B  sen'^  r/  ' 
cos  z  A  +  B 


*^  2  cosíccosy     A  —  B' 

Nous  devons  remarquer  que  les  formules  (95)  et  (96)  don- 
nent  les  configurations  oíi  il  y  a  une  resultante  unique;  et 
celles  (97,  98)  donnent  les  configurations  ou  G-/  est  maximum 
ou  ininimiun. 

Les  formules  (96,  98)  ont  été  obtenues,  en  supposant  que  la 
position  des  axes  fixes  Ox,  Oi/,  auxqueis  se  rapportent  les 
angles  x,  y,  est  le  résultat  d'une  rotation  de  90",  ou  270",  de 
ces  axes  autour  de  Oz,  en  partant  de  la  position  des  mèmes 
axes  correspondante  aux  équations  (95,  97).  Si  Ton  rapporte 
toutes  ces  formules  (95,  96,  97,  98)  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  di- 
riges suivant  les  direclions  positives  des  trois  axes  principaux, 
les  formules  (95,  97)  ne  changeront  pas,  mais  celles  (96,  98) 
seront  transformées  en 

A  cos^  a?  -f  B  cos^  y 


(99)  — cos  (O 

1  cos  z         A  +  B 

(100)  tang-(o  = -, 

2  cos  a?  cos  V     A  —  B 


À  sen'^  a?  +  B  sen-  _?/ ' 

y 


idéntiques  aux  formules  (95,  97). 

Pour   faire    la    discussion    des    formules    precedentes,    nous 
supposerons  d'abord  que  les  valeurs  A,  B  ne  sont  ni  zero,  ni 
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égales  entre  elies;  et  nous  remarquerons,  que  les  formules 
(95,  99)  ont  été  obtenues  en  supposant  que  Ton  part  d'une 
configuration  initiale  oú  il  est  Gzi=^0,  11  étant  dirigée  suivant  le 
troisième  axe  pi"incipal,  et  que,  pour  les  formules  (97,  100)  Ton 
a  imagine  qne  dans  la  configuialion  initiale,  il  est  G^/  =  +  (A-|-B), 
R  ayant  encore  la  direction  du  troisième  axe  principal. 

Les  formules  (95,  100)  expriment  que,  pour  le  mème  axe  de 
rotation  x,  y,  z,  la  rotation  co  qui  donne  G^/  =  0,  quand  il  y  a 
une  resultante  unique  dans  la  configuration  initiale,  est  égale  à 
la  rotation  o  qui  donne  G^',  maximum,  ou  mininuim,  G^/  étant 
aussi  maximum,  ou  minimum,  dans  la  configuration  initiale.  De 
mème,  (99,  97)  expriment  que,  pour  le  mème  axe  de  rotation, 
sont  arithmétiquement  égales  les  dcux  rotations  to  qui  donnent 
Gj/  =  0,  ou  G^',  maximum,  ou  minimum,  en  partant  d'une  confi- 
guration  initiale  oíi  il  soit  G;/  maximum  ou  minimum,  ou  G,/  =  0. 

Les  deux  équations  (95,  100),  expriment  aussi  que  Tangle  a> 
a  toujours  une  valeur  possible,  qucique  soit  Taxe  de  rotation. 
Et,  puisqu'il  est  toujours  oxC^SBO",  elles  donneront  pour  cha- 
cune  des  positions  de  l'axe  de  i'otation  x,  y,  z  une  valeur  unique  o). 
Mais  elles  ne  peuvent  pas  èlre  appliquées  aux  respectivcs  confi- 
gurations  initiales,  puisque,  alors,  étant  indéleiíninés  a?,  3/,  2,  il 
est,  cependant,  to  determine  et  égal  à  zero-,  c'est  ce  que  Ton 
peut  vérifier  de  Téquation  (94),  qui  est  satisfaite  par  la  valeur 
(0  =  0,  sans  que  Ton  puisse  conclure,  analyliquement,  dans  ce 
cas,  Téquation  (95).  Cette  étpiation,  qui  a  été  détluite,  en  par- 
tant de  deux  configurations  initiales  définies  par  Gz/==0,  donne 
deux  séries  de  rotations  to  correspondantes  aux  diíTérentes  po- 
sitions de  Taxe  de  rotation,  lesquelles  donneront  toutes  les  con- 
figurations ou  il  y  a  une  resultante  unique.  Si  lon  adopte  une 
quelconque  de  ces  configurations  initiales,  Ton  obtiendra  Tautre 
par  la  formule  (95),  puisque,  pour  cos  2;=  I,  cos  a;  =  cos  ^  =  O, 
on  aura  (0=180°.  On  trouvera  aussi  une  resultante  unique, 
pour  toutes  les  rotations  que  l'on  fasse  autour  de  Oíc,  ou  autour 

de  O?/,   puisque  Ton  trouve,  alors,  tang  — (0  =  —-.    La   formule 

(100)  donne  deux  séries  de  configurations  máxima,  et  minima, 
correspondantes  aiix  deux  configurations  initiales  G2/  =  A.  +  B, 
G^/ =  —  (A.  +  B);  si  Ton  part  d'une  quelconque  de  ces  configu- 
rations, la  valeur  positive  ou  négative  de  Gj  donnée  par  Téqua- 
tion  (90),  c[ui  est  equivalente  a 

+  G^'  =  cos  (O  (B  sen-  íc  +  A  sen^  y)-\r^  cos^  x-\-  k.  cos'  y, 

exprime,  qu'un  système    quelconque    d'angles  x,  y,  z,  lo,    qui 
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salisíbnt  ii  Téquation  (100),  correspondra  ou  ii  un  inaxiinuin, 
ou  à  un  niiniuiuni. 

Des  formules  (ÍJ9,  ÍJl),  qui  équivalenL  à 

A  +  B  . 

—  cos  (O  =  — 2 — 5 1 , 

on  peul  eouelure  que  Tangle  o)  a  des  valeurs  possibles,   seule- 

ment,  quand  il  est  A-|- B  =  <  2  (A  sen*£c-|- B  sen^2/)i  •'  ^^^  ^^^^^~ 
jours  (o  =  >90',  et  co  =  <C270°,  et  pour  chacun  des  axes  de 
rotation,  on  trouve  deux  valeurs:  co  et  360"  —  (o.  La  formule  (99) 
donne  quatre  séries  de  configurations  ou  il  y  a  une  resultante 
unique,  deux  correspondanles  à  la  configuration  iniliale  +K, 
et  les  autres  deux  coníigurations  correspondanles  ii  la  coníigu- 
ratioti  iniliale  — K;  mais  quand  il  est  z  =  0,  ou  z=-  180°,  il  y  a 
seulement  deux  configuralions,  oú  il  est  a)=90°,  ou  (o  =  270°, 
et  cosíc  =  cos  ?/  =  0.  La  formule  (97)  donne  aussi  quatre  séries 
de  configurations,  oú  il  est  G;/  maximum  ou  minimum,  deux 
de  celles  ci  correspondanles  a  la  configuralion  iniliale,  ofi  les 
forces  positives  SX,  SY  des  couples  principaux  sonl  dirigées 
suivanl  les  axes  principaux  positifs  Ox,  Oy,  et  les  aulres  deux 
configurations  correspondanles  à  la  configuration  iniliale  ovi  les 
mèmes  forces  ont  les  directions  opposées  h  celles  ci-dessus 
indiquées, 

On  peul  reconnailre,  si  un  syslème  d'angles  to,  x,  y,  z,  qui 
salisfonl  a  Téqualion  (97),  correspoud  ou  à  un  maximum  ou  ii 
minimuui,  en  examinam  si  ces  angles  lendent  positive  ou  né- 
gative  la  valeur  G^/  donnée  par  Téqualion  (89),  oii  Ton  a  intro- 
duit  les  nouvelles  coordonnées  o),  «,  y^  z,  et  qui,  ainsi  trans- 
formée,  devient 

i  G^/  =  cos  z  sen  o)  (A  -f  B)  -j-  (1  —  cos  (o)  cos  x  cos  ?/  (B  —  A). 

Si  Ton  suppose  A=^B,  ces  dernières  formules  (99,  97)  seront 
réduites  à 

1  —  cos^  z 

—  cos  to  =-  — ^, 

J  ^-cos^^z 

qui  exprime  que  to  ne  dépend  que  de  Tangle  que,  dans  les 
deux  configuralions  iG^  =0,  ou  dans  les  deux  G^ /  =  4:K, 
chacun  des  axes  de  rolalion  faii  avcc  Taxe  Oz.    Et  les  íormules 

VoL.  VII  —  N."  3  2 
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mules  (94,  95,  100)  donneront,  dans  ce  cas,  lang  — to  =  --  pour 

cos  2  =  0;   donnanl   la  première,  (o  =  0,    pour   cosz^O,    et  les 

dernières  donnant  tang^(o=  cc.  Donc,  s'il  est  cos2  =  0,  c'est-a- 

dire,  si  Taxe  de  rotation  x,  y,  z,  est  dans  le  plan  xy,  on  aura, 
ou  G;  =0,  ou  G-'  =  +  K,  pour  une  rotation  o  quelconque, 
coníorménient  aux  hypothèses  de  (95)  ou  de  (100);  et,  si 
cosz^O,  les  mènies  formules  donneront  toujours  o)  =  0,  ou 
(u  =  180°  pour  lout  axe  de  rotation.  La  valeur  o>  =  0,  cor- 
respond  à  la  configuralion  initiale  relative  à  chacune  de  ces 
équations. 

Si  B  =  0,  les  formules  (95,  100)  et  (99,  97)  donnent  respe- 
clivement 

1  cos  z  , 
tanff— -0)  = ;     — cos  o)  =  cot-cc-, 

2  cos  X  cos  y 

exprimant    cetle    dernière    équalion     que,    aux    configurations 

+  G./  =  0,  Gz/  =  HiI^.  dans  les  hypothèses  que  nous  avons 
considérées,  correspondent  des  rotations  co,  qui  ne  dépendent 
que  de  cc;  on  reconnait  aussi  que,  pour  x<^ib°,  ou  x^  135", 
ces  configurations  sont  impossihles. 

30.  Lllipsoide  central  pour  les  différents  poinls  du  corps  solide. 
—  L'étude  sur  la  disposition  des  droites  qui  peuvent  ètre  les 
resultantes  uniques  du  système  des  forces,  étude  qui  a  donné 
origine  au  théorème  de  IMI.^Dl^G,  et  aux  très-inléressants  resultais 
Irouvés  par  Damel  da  Su.va,  fut  Tohjet  de  1'altention  d'autres 
illustres  géomètres,  et  particulièrement  de  celle  de  IM.  Dauboux, 
qui,  par  Temploi  de  Tellipsoide  central,  dans  la  demonstra tion 
du  théorème  de  Minding,  a  trouvé  d'importantes  propositions, 
comme  nous  allons  voir, 

Avant  trouvé  Téquation  de  Tellipsoíde  central  en  un  point  O 
de  lespace,  M,  Daiíboux  Ta  cherchée  pour  toute  autre  point 
O'  {x',  y',  z'),  obtenant  alors  des  résultats,  dont  quelques'uns, 
ce  sont  la  répétition  d'autres,  obtenus  par  Damel  da  Silva  et 
par  IM.  Dahboux  (§  YI). 

Pour  avoir  Téqualion  qui  Ton  cherche,  nous  transporterons 
les  axes  parallèlement  a  eux-niènies,  au  point  O'.  Alors,  les 
composantes  de  R  ne  seront  pas  modifiées,  mais  celles  de  la 
force    du  couple  dont   le  bras   est  dirige   suivant  Ox   et  celles 
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correspondantes  à  O^  et  (3z,  devienneiit 

jSX'a;=SXíc— £c'R„   SY'íc=SY£c-a;'R^,   '£:/Jx='£:/.x—x'\\:, 

(101)  h:x'y=Exj/-yH,,  SY'z/=^Y3/-yR„  sz'z/:=v/y-yR,, 

(ex'z=SXz-z'R.,,    SY'z-SYz-z'R^,    I:Z'z  =  S/z-z'R,. 

Cela  pose,  réqualion  de  rellipsoide  cenlral  du  poinl  O', 
ayant  égard  aux  formules  (3í,  35),  será 

ax"-  +  ay  +  «"2^  +  2p'a'z  +  1^"xy  —  2  («icc  +  p,?/  +  ^i^) 
(a^íc'  +  yij  +  Z2')  +  R2  {xx'  -+  í/^  +  zz')'^  =  •  '■> 

équation  oú  a,  a',  a',  [3,  jíl',  [5",  ont  la  significstion  donnée  par 
les  formules  (36),  et  ou 

«1  =  R.SXí»  +  R^SYíc  +  R.SZíc, 

Pi  =  R,SX2/  +  R,SY?/4-R.SZ^, 
Yi  -  R.,2Xz  +  R^SYz  +  R.SZz. 

Si  R  — O,  on  reconnaitra  que  rellipsoide  est  le  mème  en  tous 
les  points  de  Tespace.  Nous  dirons  aussi  qu'on  peut  toujours 
trouver  un  point  Oi  (cci,  ^i,  zi),  pour  lequel  il  soit  ai=Pi=Yi=0-, 
puisíjue,  si  ces  quantités  ne  sont  pas  zero  au  point  O  donné, 
on  peut  choisir  une  autre  origine  Oi,  pour  laquelle  il  .«oit 

«2  =  ai  —  i»iR2,    p2  =  pi  —  ^iR"^    Y"2  =  Tl  —  2^R^ 

et  (jú  a-2  =  ^2  —  "fâ  =  O-  H  suffira,  pour  cela,  que  les  coordonnées 
de  la  nouvelle  origine  soient  données  par 

_  «1  _  Pi  _  Yi 

«^1—   1^2'     2/1— -JÍ2"'     ^^~lp"' 

c'est-à-dire,  que  Ton  ait  pris  le  point  central  de  Mobius  pour 
origine.  Alors,  léqualion  de  1'ellipsoide  cenlral  d'un  point  quel- 
conque  O'  (a;',  ?/'  z'),  deviendra 

««2  +  a'3/2  +  a'  'z^  +  2  p?/z  +  2  p'ícz  +  2p"a??/  -\-  R^  (cca;'  +  ?/^'  +  z^f  =  1 , 

équation  qui  exprime  que  les  forces  des  trois  couples  sont 
toutes  perpendiculaires  ;i  R,  parce  qu'il  est,  dans  ce  cas, 
aj  =:pi  =  Yi  =  0.  Si  on  a  encore  p  =  p'=p"=r=o,   Tellipsoide  cen- 
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Irai  du  point  central  será  rapporté  a  ses  axes;  cette  condition 
exprime  que  les  forces  des  trois  couples,  si  Tune  nest  pas 
nulie,  sont  deux  i\  deux  perperdiculaires,  puisqu'il  est 

SXo^SXz/  +  ^Yjc^Yíj  +  SZítSZz/  =  O, 

et  de  mème  pour  [i',  P''.  Et,  comine  les  forces  ne  peuvent  ètre 
a  la  fois  perpendiculaires  entre  elles  et  à  1\,  il  faut,  n'élant  pas 
R  =  0,  que  l'une  des  trois  forces  des  couples  principaux  soit 
nulle,  ce  qui  réduit  le  système  à  une  resultante  K  et  à  deux 
couples  de  hras  perpendiculaires ,  et  de  forces  perpendiculaires  entre 
elles  et  a  R. 

Supposant  (|ue,  pour  calculer  les  coefficients  de  Téquation 
de  1  cllipsoide,  Ton  part  de  la  coníiguration  initiale,  celle  ou  les 
forces  des  couples  ont  mème  direction  que  les  bras,  et  ou  R, 
dirigée  suivant  Oz,  est  normale  à  ces  bras,  on  aura 

R^  =  R^  =  SX?/  =  SXz  =  SYíc  =  SYz  =  SZcc  =  LZ^j  =  Izz  ==  O, 

et  Téqualion  de  rdlipsoide  central  d'un  point  quelconque 
O'  (x\  y',  z'),  rapportée  à  des  axes  parallèles  aux  axes  choisis, 
será 

(102)  ax^  i-  a'y^  +  R,^  (xx'  +  yy'  +  Z2'f-  =  1 . 

On  voit,  tlonc,  que  pour  le  point  central,  et  mème  pour  tout 
point  du  plan  central,  rellipsoide  se  réduit  a  un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  central. 

Pour  étudier  la  distribulion  des  axes  des  ellipsoides  de  tous 
les  poinls  du  corps,  chcrchons  les  directions  principales  de  la 
surface  définie  par  Téquation  (102).  Pour  cela  retranchons  du 
premier  membre  S  (x'^ -\- y^ -{- z"") ,  et  égalons  les  dérivées  à  zero. 
II  viendra 

/  (a  —  S)  £c  -f  R,2£c'  (xx'  +  7ji/'  +  zz')  =  O , 

(103)  (a'-  s)  3/  +  Hr  V  {^^' + yy'  +  2^0  =  O , 

(     —  Sz    -i-l\,h'(xx'^yy'-\-zz')  =  0; 
et,  si  Ton  fait 

(104)  xx'-\-yy'-\-zz'  =  \\ 

les  valeurs  de  x,  y,  z  tirées  des  équations  (103)  et  posées  en 
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(104)  donnent 

R/a;"        R^V2        R,V 


I, 


S_a    '    S-a'    '        S 
ou 

si  l'on  fait  aussi 

a  =  R,2A2,     a'  =  R32,     S-R.-^X. 

Si  nous  considérons  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

nous  veiTons  que  ccs  surfaces  ont  pour  focale  la  courbe  cen- 
trale  (68).  L'équation  (105)  determine  les  paraniètres  de  celles 
de  ces  surfaces  qui  passent  au  point  O'  {x\  y\  z);  montrant 
les  équalions  (103)  que  íes  axes  de  Vellipsoide  central  ser onl  pré- 
cisêment  les  normales  a  ces  surfaces  homofocales. 

L'on  oblient  les  g-randeurs  des  forces  des  couples,  en  reniar- 
quant  que  les  carrés  de  ces  grandeurs  sont  les  iuverses  des 
rayons,  et  égales,  par  conséquent,  à  S  =  Rt-1. 

Les  propositions  relalives  aux  directions  des  forces  des  cou- 
ples font  l'objet  d'un  article  très-intéressant  du  ménioire  de 
M.  Darboux,  ou  sont  exposées  phisieui's  propriétés  géométri- 
ques  des  ellipsoides  centraux  des  diflerents  points. 

31.  Démonstralion  du  théorhne  de  Minding.  —  Supposant,  dans 
un  point  O  quclconque  du  corps,  les  forces  du  syslème  réduites 
à  une  resultante  unique  passant  en  ce  point  et  à  trois  couples 
dont  les  bras  sont  les  axes  de  rellipsoide  central  du  point  O, 
ou  ;i  une  force  et  à  trois  couples  dont  les  forces  soient  les  axes 
de  lellipsoide  de  réduction  du  mènie  point,  nous  avons  vu  (§  v) 
cjue,  si  ces  ellipsoides  ne  sont  pas  de  révolution,  il  v  a  quatre 
positions  du  corps,  pour  lesquelles  les  trois  couples  se  détrui- 
sent,  deux  h  deux  syméiriques  par  rapport  aux  ellipsoides. 
Dans  ces  positions,  le  syslème  est  réduit  à  luie  resultante  unique 
R,  élant  les  quatre  resultantes,  qui  passent  en  O,  deux  à  deux 
syméiriques  par  rapport  aux  axes  des  ellipsoides. 

Si  les  ellipsoides  sont  de  révolution,  nous  avons  vu  aussi 
quil  y  a  une  infinité  de  positions  pour  lesquelles  les  couples  se 
détruisent,  auxquelles  correspondront  une  infinité  de  positions 
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de  la  résuUanle  R,  qui  scront  les  symétriques  de  Tune  d'elles 
Ri  par  lapport  ii  un  diamètre  quelconque  de  léquateur.  Toules 
ces  posilioiís  de  R  seront  les  g;énératrices  d'un  cone  de  révolu- 
tion,  ayant  pour  axe  Taxe  de  rellipsoide. 

Pour  délerminer  le  lieu  des  points  ou  rellipsoide  cenlral  est 
de  révolution,  puisque  nous  avons  vu,  que  les  directions  des 
axes  de  rellipsoide  central  sont  celles  des  normales  aux  trois 
surfaces  homofocales  du  systènie  defini  par  Téqualion  (106),  et 
que  les  carrés  des  axes  sont  iiiversenient  proportionneis  aux 
paranièlres  des  Irois  surfaces  homofocales  qui  passenl  au  centre 
de  rellipsoide  cenlral,  on  doit,  donc,  chercher  le  lieu  des  points 
de  l'espace  pour  lesquels  Téquation  qui  determine  les  para- 
mètres  des  surfaces  homofocales  a  deux  racines  égales.  Alors, 
on  obtiendra  les  deux  courbes 


O,  (  2/  =  0, 


:í07)  y 


y'i 


A2_B2    '    A2         '        B2-A2    '    B2 


1, 


qui  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole,  focales  du  système  des 
surfaces.  Donc,  Tellipsoide  central  será  de  révolution  pour  les 
points  de  ces  courbes,  et  Taxe  de  cet  ellipsoide  será  la  tangente 
à  la  focale  au  centre.  Alors, 

II  y  a  une  infinité  de  positions  du  corps  pour  lesquelles  le  systhne 
deu  forces  se  réduit  à  une  resultante  unique  passant  par  un  poinl 
de  Vune  des  deux  focales,  et  le  lieu  de  toutes  ces  resultantes  uniques 
dans  le  corps  est  un  cone  droit  ayant  pow  axe  la  tangente  a  la 
focale. 

Considérons  niainlenant  un  point  M  quelconque  du  plan  yz 
de  Tune  des  deux  focales,  mais  non  sur  la  focale  de  ce  plan, 
et  supposons  que  lon  parte  de  lu  configuration  initiale  qui  nous 
a  donné  la  formule  (102).  Si,  dans  cette  configuration,  on  veut 
faire  la  réduction  pour  ce  point,  le  couple  introduit  par  la  trans- 
lation  de  la  resultante  ne  fait  changer  nullement  la  direclion 
des  forces  du  couple  de  bras  perpendiculaire  au  plan  des  yz\ 
en  sorte  que,  la  resultante  étant  située  dans  le  plan  des  ?/z,  les 
deux  couples  piúnripaux  dont  les  bras  sont  diriges  suivant  ce 
plan,  auront  leurs  forces  situées  aussi  dans  ce  plan,  et  les  forces 
du  couple  de  bras  perpendiculaire  à  ce  plan  seront  dirigées, 
les  deux,  suivant  ce  bras.  Ainsi,  les  rotations  qui  rendcnt  nuls 
les  deux  couples  seront,  soit  des  rotations  aulour  du  bras  pa- 
rallèle  ;i  Oíc,  soit  une  rotation  de  180°  autour  d  une  droite  au 
plan  des  yz.  Tous  ces  mouvemenls  laisseront  la  resultante  R, 


151 


qui  deviendra  la  resultante  uniqiie,  dans  le  plan  des  yz.   Ainsl 

Pour  toul  point  du  plan  de  1'une  des  focales  n  nppartenanl  pas  a  la 
focale,  les  posilions  de  la  rimllante  unique  sonf  ailuées  dans  ce  plan. 

Si  Toa  suppose  que  le  [)()iiit  M  soit  eu  deliiírs  du  plan  de 
Tune  des  focales,  el  que"R  soit  la  diiection  de  Pune  des  resul- 
tantes uniques  passant  en  M,  cette  direction  ne  peut  rcncontrer 
le  plan  de  la  focale  qu  en  un  puint  de  la  focale,  puisque,  si  elle 
le  rencontrait  en  un  point  non  sur  la  focale,  elle  devrait  ètre 
toute  entière  dans  ce  plari,  Ainsi  toute  resultante  unique  qui 
n'est  pas  dans  le  plan  de  Tune  des  focales,  la  rencontre,  et  elle 
la  rencontre  aussi  évidenunent  si  elle  est  dans  son  plan,   Donc 

Si  l'on  amene  le  corps  dans  les  posilions  oú  les  forces  se  rédui- 
sent  a  une  résullanie  unique,  les  lignes  d'action  de  ces  resultantes 
uniques  vonl  toujours  rencontrer  deux  courbes  fixes  du  corps,  qui 
sont  une  ellipse  et  une  hyperbole,  focales  l'u7ie  de  Vautre.  C'est  le 
ihéorènie  de  Mi^ding  (n.°  II). 

Appliquant  le  calcul  direct  à  la  démonstration  de  ce  tliéorénie, 
M.  Dauboux  a  trouvé  que 

Pour  toute  position  occupce  par  le  corps  dans  Uespace,  Vaxe 
central  des  moments  prend  dans  le  corps  la  situation  de  toutes  les 
droites  d'un  complexe  du  second  ordre,  qui  est  le  lieu  des  droites 
d'intersection  de  deux  plans  tangents  rectangulaires  menés  respecti- 
vement  aux  deux  focales  de  Minding. 

Pour  cela,  supposons  que  Ton  parte  de  la  configuration  ini- 
tiale,  celle  oú  les  seules  coordonnées  qui  ne  soient  pas  nulles 
sont  SXíc,  SY?/,  R-,  et  considérons  une  nouvelle  direction  des 
forces.  Désignant  a,  b,  c;  a\  b' ,  c' \  a",  b'\  <?";  les  cosinus  de 
trois  directions  rectangulaires  Oíc',  O?/',  Oz',  on  aura 

R',  =  c\\, ,  R '2,  =^  c'\\, ,  R'^  =  c"R- , 

^\'y  =  b^Yy,      SY'.y  =  ^'SY?/,      I.7Jzj  =  b"'Eríy, 
SX'z  =  0,  SY'2  =  0,  IZ'2=0. 

Si  Ton  transporte  Torigine  des  coordonnées  en  un  point  quel- 
conque  M  {x,y,  z)  de  Tespace,  en  appliquant  les  formules  (lOí), 
on  trouve 

R"^=cR^,  R"y=c'R,,  R",  =  c"R-, 

SX''a;=aSXíc-cícR.-,  i:\"x=a'^Xx-c'xR„  y.7J'x=a"^\x-c"xl\,, 
SX"3/=ôSYy-c^R^,  YX"y^b'll\y—c'yV,,,  I.Z"y=b"yríy-c"7jl\„ 

2x"2=       -cz\\„  y^["z^        -c'zR,,  sz"2-        -c"zn,. 
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Désignant  G'.o  G'y,  G';  les  projections  du  moment  résultant 
par  rapport  aux  nouveaux  axes,  on  aura 

G'y  =  -  a"ZXx  +  {c"x  -  cz)  R^, 

G'^  =      a'SXíc  —  U^\y  +  {cy  —  c'x)  R,. 

Et  pour  que  la  nouvelle  origine  M  soit  un  point  de  l'axe  cen- 
tral des  moments  du  système  des  forces,  il  faudra  que  Ton  ait 


G'a;         G',          G', 

R".       R",       R"z ' 

ou 

Ga;             G  y 

G'z 

rG',  +  í'GV  +  c"G', 

c            c' 

c" 

1 

ou,  encore 

=  a'YiYy  —  ^SXíc, 


G'^=c  (a'^Yy-b^Xx), 
G'y  =  c'  (a^I^Yy-Ò^Xx), 
G',  =  c"(a'SY2/-^SXíc), 

équations  que  Ton  peut  écrire 

/  (c'z  _  c"y)  R,  =  -  b" SY?/  +  c  {a'^\y  -  bI>Xx), 
(108)       }(c"x-cz)R,    =      a"'^Xx^c\a'^Yy  —  b'^Xx), 

\ {cy  -  c>x)  R^  =      b  SY?/  -  «'SXa?  +  c"  {a'^Yy  -  bLXx). 

Et  éliniinant  «,  b,  a  ,  U ,  a'',  b" ^  des  équations  precedentes,  qui 
se  réduisent  réelment  à  deux,  on  aura,  en  tenant  compte  des 
relations  entre  les  neufs  cosinus  et  les  valeurs  (61), 

a 


( 1 09)       (c'z  -  c"y)2  +  (c"£c  -  czf  +  {cy  -  c'xf  =  -^  c 


R,2        '    R,a       • 

Cette  équation,  ne  contenant  que  les  élénients  x,  y,  z,  c,  c',  c'', 
qui  définissent  Taxe  central,  est  Téquation  d'un  complexe  du 
second  ordre,  que  l'on  peut  definir  conime  le  lieu  des  droites 
d'intersection  de  deux  plans  tangents  rectangulaires  menés  res- 
pectivcnient  aux  deux  íocales  (107). 

Si  Ton  a   G'x  =  G'y=G'z  =  0,  c'esl-;i-dire,  s'il  y  a  une  résul- 
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tanle  unique,  il  viendra 

a'SYy  -  Ò^Xx  =  O ; 
et  des  deux  premières  équations  (108),  Ton  obtient 

R,  {c'z  -  c"y)  =  -  Ã"SY?,',     R^  {c"x  -  cz)  =  «"SXa;, 
ou,  encore, 

(110)  a  {c'z  -  c"yY  +  rj!  (^c"x  -  czf  =  -|Ç  (c^  +  é'i), 

Cette  équation,  jointe  à  réquation  (109),  definira  la  con- 
gruence  des  droites,  lignes  d'action  d'une  resultante  unique. 
Cette  congruence  est  du  qualriènie  ordre  et  de  la  quatrième 
classe;  il  y  a,  donc,  par  tout  point  de  Tespace,  quatre  droiles 
satisfaisant  a  la  condition  proposée.  Les  deux  équations  (109) 
et  (110)  donnent 

(a'  _  a)  {c"x  -  czf  ^  a{cy  -  c'xf  =  "^"'""'^  c\ 

oú  si  Ton  fait  £c  =  0,  c'est-à  dire,  cherchant  la  trace  d'une  droite 
quelconque  de  la  congruence  sur  le  plan  des  yz,  on  trouve 

/  /N   2  I        ^       a  (a  — a') 

(a  ~  a')  22  +  c(?/2  =      ^^^3     '  , 

ou 

z^    ,       !/'  I 


a        a  —  a'        R^^  ' 

ce  qui  est  Téquation  de  Tune  des  focales. 

Touies  les  droites  rencontrent  donc  la  focale  située  dans  le 
plan  des  yz,  et  Ton  dérnontrait  de  niéme  qu'elles  rencontrent 
la  focale  située  dans  le  plan  des  xz. 


§  VIII. —  Des  axes  principaux  de  rotation  de  Môuius. 

32.  —  MoBios  a  defini  ces  axes  par  la  propriété  suivante: 
Quand  le  corps  tourne  autour  de  ces  axes,  le  systènie  des 
íorces  peut  toujours  ètre  lemplacé   par  deux  forces,   toujours 
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les  mêmes,  appliquées  aux  mèmes  points  de  cet  axe,  en  sorte 
que  dans  toules  les  positions  du  corps  Taxe  será  pressé  de  la 
mêiiie  nianière,  ce  qui  conslilue  en  un  sens  une  généralisation 
de  la  propriélé  du  ccnli'e  des  forces  parallèles;  car,  si  le  corps 
est  fixé  en  ce  centre,  dans  toutes  les  positions  qu'il  pourra 
prendre  il  exercera  la  ménie  pression  sur  Tappui  qui  assure  la 
íixilé  de  ce  point. 

Pour  démonlrer,  coninie  Mõinus,  qu'il  existe,  en  general, 
deux  axes  principaux  de  rolation,  M.  Darboux  fait  remarquer 
que,  si  dans  la  rotalion  du  corps  autour  d'un  axe,  le  systènie 
peut  ètre  réduit  ii  deux  foi'ces  appliquées  en  deux  points  de 
l'axe,  ou,  au  systènie  équivalent  fornié  par  une  force  et  un 
couple  de  bras  parallèle  a  Taxe,  il  faut  exprimer  que  Taxe 
donné  est  un  axe  d'équilibre  (n.°  5)  pour  le  systènie  que  Ton 
obtient,  ajoutant  au  systènie  des  forces  données  une  force  — R, 
égale  et  contraire  à  la  resultante  générale  et  un  couple  de  bi"as 
parallèle  a  Taxe.  Si  Ton  suppose  que  les  équations  de  la  dii'e- 
clion  de  Taxe  soient 

X        y        z 

p         q         r  ' 

Téquilibre  entre  le  systènie  des  forces  primitives,  la  force  de 
coniposantes  —  R.,;,  —  R,/,  —  R^,  appliquée  en  un  point  (a^o,  2/0,  ^^o) 
de  Taxe,  et  un  couple  de  force  \\[y,  Rj^,  Ri^,  et  de  bras  dont 
les  projections  sejont  p,  q,  r,  exige  que  Ton  ait 

j  ícoRx— ^oRxl  í/Rio;— /^Riy  +  SX?/— i:Yaj=0, 

(111)  2/oR^-zoR^  +  rRi^-ryRi,  +  SY2-SZ2/  =  0, 

(  zoRz  — xoKz-^-pWi-: — rRi^  +  SZaj  — SXz  =  0. 

Pour  exprimer  maintenant  que  l'équilibre  subsiste  quand  le 
corps  tourne  autour  de  Taxe,  il  faut  introduire  dans  les  for- 
mules (6)  les  valeurs  des  coordonées  données  par 

SX'a;  =  SXo?  +  pRix  —  xqRx,     SVíc  =  SYíc  +pRij/  —  ícoR?/, 

SZ'£c  =  SZct;  +  pKi,  -  ícoR^, 
EX'5/  =  SX?/  +  ryR ,,,  -  yoR.o     SY'3/  =  I.Yy+qY\  u,  -  2/uR^, 

SZ'?/  =  SZy4ryRiz-^uRz, 

SX'z  =  SXz  +  rRi^  —  zoRa;,     SY'z  =  SYz  +  rR  i^^  -  zqR^/, 

SZ'2  =  i:Zz  +  rRi,-zoRz. 
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Et,  si  Ton  pose 

H'  =  pZYx  +  cjI.Yy  -f  rSYz  —  ^  (SXíc  +  ZYy  +  SZz) , 
H"=yjSZa;  +  r/^Yjj  +  rSZ^  -  r  (SXa;  +  SY?/  +  SZz), 

les  équalions  (6)  devicnnent 

/      H  +  /'  (ífollr  +  2/oR</  +  ZoRz)  —  ('/^«'o  +  q^/o  +  /-zo)  R,,;  + 
i+  q  (ryR,,,.  -/jUi,)  -  r  (pRi,  -  rlli,.)  =  O, 

/ 1 1  o\     ^     H'  +  y  (ícoR,,.  +  ;/oR,/  +  2;oR-)  —  (p?o  +  rpjo  +  '-^o)  R^/  + 
(l'~)     j+r(rR,,-ryR,,)-/í(^Ri.«-/;Ri,)  =  0, 

/      H"+  r  (£CoR.e  +  2/0R2/  +  2;oRy)  —  (/Ja?o  +  ^?/o  +  rzo)  R,  + 
\  +  yt>(;.Rl,-rRi,)-^(rRi^-^R,,)  =  0, 

qui,  joinles  aux  formules  (111),  exprinient  loutes  les  conditlons 
nécessaires  et  suffisantes. 

En  eliminam  Ri^,  Riy,  R|-,   dans   les   équations  (111),  et  en 
écrivant 

L  =  p  (SYz  -  SZ3/)  +  q  (SZíc  -  SXz)  +  r  (SX?/  -  SYí»), 

il  viendra 

(113)  R^.  (qzo  —  rtjQ)  +  Rj/  (rsco  —  /;zo)  +  Rz  (7^?/o  —  ^a?o)  +  L  =  0. 
Des  mêmes  équations  (111)  et  de  (112),  on  irouve 

j  K  +  R)/  (pyo  —  qxò)—  Rz  {rxo  —  pzo)  =  O , 

(114)  K'  +  R,{qzo-ryo)-T{Apyo-qxo)=0, 

{  K"+  Rx  (ra;o  —  p^o)  —  Ry  (^20  —  ^-^/o)  =  O , 
oú 

K  =  -  p  (SXa;  +  SY?/  -|-  SZz)  +  ywSXa;  +  q^Yx  +  rSZíc, 
K'  =  -  .y  (SXcc  +  S  Y3/  +  SZ^;)  +/>^X3/  +  rySYy  +  rSZr/, 
K"=  -  ?•  (SXa;  +  SY?/  +  SZz)  +  y^SXz  +  ?SYz  +  7-SZz, 

en  sorte  que  les  quatre  éíjuations  (113,  1 1  i)  seront  les  seules 
auxquelles  doivenl  salisfaire  les  six  qnantités  a?o,  yo,  zq,  p,  q,  r, 
qui  définissent  les  équations  de  Taxe  cherché 

x  —  XQ_  y—yo  _  z  —  zo 
P      ~      P      ~      ' 
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Nous  pouvons  remarquer  que  chacune  des  quatres  équations 
(113,  114)  ne  contenant  que  les  valeurs  p,  q,  r,  pyQ  —  qxQ, 
/u'o — pzo,  qzQ  —  ??/o,  represente  un  complexe  linéaire,  determi- 
nant  donc,  à  elles  quatre,  deux  droites  sur  chacune  desquelles 
le  poinL  cro,  yo.  ^o  será  pris  arbitrairement. 

Des  équations  (114),  Ton  déduit 

équation  linéaire  et  homogène  en  p,  q,  r. 

Et  de  (113)  et  des  deux  preniières  (114),  il  vient 

í  {pyQ- qxQ)  R2  =  K  Ry -  K'  R^-  LR„ 

(116)  {qzo  -  ryo)  ^'  =  K'  R,  -  K"R^  -  LR,, 

(  (rxo-pzo)  R2  =  K"R,,-  KR,  —  LR^. 

Ces  équations  (116)  et  (113)  donnent 

K  (/  R,  -  ^R,)  +  K'  (pR,  -  rR,)  +  K"  (^R,  -jMy)  - 

-L(/9R,  +  5rR,  +  ,R,)  =  0, 

équation  honiogène  du  second  degré  en  ^>,  q,  r,  qui,  avec  Téqua- 
tion  (115)  donnera  pour  yw,  q,  r  deux  systèmes  de  valeurs;  dé- 
terminant  les  équations  (116)  les  autres  coordonnées  de  Taxe, 
donnant  les  formules  (111)  les  composantes  Ri,,  Rij,,  Rir,  qui 
ne  seront  pas  complètement  déterminécs.  En  eífet,  le  couple 
ne  peut  pas  ètre  complètement  determine,  car  toutes  les  con- 
ditions  du  problème  ne  cesseront  pas  d'ètre  salisfaites,  si  Ton 
ajoute  deux  forces  égales  et  contraires  appliquées  en  deux  points 
de  Taxe  et  avant  la  direction  de  cet  axe. 

Avant  établi  avec  Mouius  qu'il  existe  en  general  deux  axes 
principaux  de  rotation,  et  après  les  avoir  determines  dans  une 
posilion  particulière  du  corps,  M.  Darboux  a  trouvé  le  lieu  de 
ces  axes  quand  les  forces  cliangent  de  position  par  rapport  au 
corps,  et,  il  a  démontié  que 

ToiUe  droile  susceptíhle  <le  devenir  mi  axe  priíidpal  de  rotation 
doit  ètre  perpendkulaiie  a  Vun  des  plans  cycliques  de  Vellipsoíde 
central  de  Vun  de  ses  points,  et  par  conséquenl  doit  ètre  une  géné- 
ratrice  rectiUgne  de  Vune  des  sur  faces  homofocales  (106),  qui  ont 
pour  foca/es  la  courbe  centrale.  Cest  ce  que  nous  allons  voii",  en 
présentant  les  considérations  géométiiqucs,  suivies  par  ce  sa- 
vant  géomètre,  pour  obtenir  ce  résultat,  qui  fut  confirme  par 
le  calcui  direct. 
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Considérons  une  droite  quelconque  D,  et  cherchons  à  quelles 
condilions  elle  doil  salisfaire  pour  jDouvoir  devenir  uii  axe  prin- 
cipal de  rotation.  Keniplaçant  le  systènie  des  forces  par  une 
resultante  K  appliquée  en  un  point  iM  de  D,  et  par  trois  couples 
de  bras  jjerpendiculaires,  l'un  des  couples  ayant  sou  bras  sui- 
vant  la  choite  D,  il  íiujt  qu'en  ajoutant  aux  forces  du  systènie 
une  force  — R  appliquée  em  M,  et  un  couple  de  bras  dirige 
suivant  D,  le  corps  puisse  èlre  amené  dans  un  état  d'équilibre 
qui  persistera  après  une  rotation  quelconque  de  la  droite  D. 
II  faut  donc  que  l'ellipsoide  central  du  point  M,  après  qu'on 
aura  introduit  ce  couple  de  bras  dirige  suivant  D,  devienne  de 
révolution  autour  de  la  droite  D. 

Or,  pour  c[u'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évideniment  que  les  forces 
des  couples  de  bras  pei"pendiculaires  à  I)  soient  égales,  quelsque 
que  soient  du  reste  ces  deux  bras,  pourvu  (ju'ils  soient  perpen- 
diculan'es,  et  coninie  ces  forces  sont  inversement  proportion- 
nelles  aux  rayons  de  Tellipsoide  central  priniitif,  on  voit  que 
reliipsoide  central  du  point  JM  devra  ètre  tel  que  sa  section 
norniale  à  la  di'oite  D  jouisse  de  la  piopriété  que  deux  quel- 
conques  de  ses  layons  soient  égaux  quand  ils  sont  perpendi- 
culaires,  ce  qui  exige  que  cette  section  soit  un  cercle. 


§  IX.  —  Des  positions  particulières 

de  réquilibre  d'un  corps  assujetti  à  tourner  autour 

d'mi  point  ou  d'un  axe  fixe. 

33.  —  Au  n.**  1,  nous  avons  établi  les  conditions  nécessaires  de 
Téíjuilibre  aslatique  d'un  corps  entièrement  libre.  Evidemment, 
réquilibre  astatique  d'un  corps  ou  existe  un  point  fixe  autour 
duquel  il  puisse  tourner  librenient,  exige  que  le  système  des 
forces  données  ait  un  point  central,  et  que  ce  point  central  soit 
le  point  fixe  du  corps  (n."  6)-,  et  Téquilibrc  astatique  d'un  corps 
assujetii  a  tourner  autour  d  un  axe  fixe,  exige  que  le  point  cen- 
tral des  projections  des  forces  données  sur  un  plan  perpendi- 
culaire  à  Taxe  fixe  soit  sur  cet  axe,  ou  (n.°  2)  que  ces  proje- 
ctions s'équilibi'ent  niutuellenuMit,  puisque,  donc,  toutes  les 
coniposantes  des  forces  parallèles  a  l'axe  et  tous  les  couples 
résultants  du  transport  des  coniposantes  situées  dans  un  plan 
perpendiculaire  a  Taxe  sont  détruites  par  la  résistance  ou  la 
fixité  de  cet  axe. 

Pour  obtenir  les  positions  particulières  de  Téquilibre  dans  le 
mouvement  autour  d'un  point  fixe,  nous  devrons  cbercher  les 
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configurations  oú  le  système  des  forces  données  se  réduise  à 
une  resultante  unique  passant  par  le  point  fixe.  Alors,  si  le 
svstènie  des  forces  données  a  un  point  central,  il  faudra  faire 
tourner  le  corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  que  ces  deux 
points  coinoident. 

S'il  y  a  une  ligne  cenlrale,  c'est-à-diie,  si  le  système  est  equi- 
valem à  deux  forces  appliquées  en  deux  points  quelconques  de 
cette  ligne  (n.°  "j,  les  posiiions  déquilibre  seront  déterminées 
en  faisant  tourner  le  corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  que 
la  ligne  centrale  soit  dans  un  plan  parallèle  à  celui  des  deux 
forces,  et  passant  par  le  point  fixe;  dans  cette  configuration, 
les  deux  forces  seront  dans  ce  mènie  plan,  et  auront  une  resul- 
tante passant  en  ce  point  fixe.  Alors,  le  corps  pourra  tourner 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  h  ce  plan,  et,  par  raport  à  cet 
axe,  les  deux  forces  (n."  6)  auront  un  point  central  par  lequel 
la  resultante  des  deux  forces  doit  toujours  passer,  et  Téquilibre 
aura  lieu  en  faisant  tourner  le  corps,  jusquà  ce  que  ce  point 
central  soit  sur  la  direction  de  la  resultante  principale  nienée 
par  le  point  fixe. 

S'il  y  a  une  ligne  centrale  et  R  est  nulle,  le  système  des  forces 
será  réduit  à  un  couple  dont  le  bras  est  parallèle  a  cette  ligne 
(n."  8),  et  il  faudra,  pour  obtenir  Téquilibre,  laire  tourner  le 
corps  jusqu'a  ce  que  la  ligne  centrale  soit  parallèle  aux  forces 
du  couple.  Alors  le  moment  du  couple  será  nul,  et  le  point  fixe 
n'aura  plus  aucune  pression  à  supporter. 

Si  le  corps  a  un  plan  central,  et  R  n'est  pas  nulle,  nous  avons 
vu,  (n,°  1 1),  que  pour  toutc  position  oú  les  forces  données  se  ré- 
duisent  à  une  resultante  unique,  cette  resultante  rencontre  une 
ellipse  et  une  hyperbole  tracées  dans  les  deux  plans  milieux  du 
système.  Alors,  si  Fon  mène  par  le  point  fixe  une  droite  parallèle 
h  cette  direction,  il  faudra,  pour  obtenir  les  positions  d'équi- 
liare,  faire  tourner  le  corps  jusquà  ce  que  cette  droite  soit  di- 
rigée  suivant  la  resultante. 

S'il  y  a  un  plan  central  et  R  est  nule,  le  système  des  forces 
se  réduit  à  deux  couples  dont  les  bras  sont  parai lèles  à  ce  plan. 
Et  Ton  obtiendra  les  positions  d'équilibi'e,  en  faisant  tourner  le 
corps  iusqu'à  ce  que  ce  plan  soit  paiallèle  au  plan  des  forces 
des  deux  couples,  et  apiès,  dans  cette  configuration,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ces  deux  plans, 
jusqu''a  ce  que  les  deux  forces  du  couple  résultant  (n."  8)  soient 
dans  le  prolongement  Tune  de  Tautre. 

S'il  n'y  a  plus  de  plan  central,  et  il  est  R  =  0,  (n.°  13),  on 
pourra  mener,  par  le  point  fixe,  deux  forces  égales  et  de  sens 
contraíres  F,  — F.    Alors,  lune  de  ces  forces  F  et  le  système 
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des  forces  primitives  auront  un  plan  central;  et,  en  faisant 
tourner  le  corps  jusqu'a  ce  que  ces  forces  se  réduisent  a  une 
force  unique  passant  par  le  point  fixe,  celle  force  alors  scra 
détruite  par  la  force  — F,  et  le  corps,  par  conscquent,  será  en 
equilibre. 

34.  —  Considérant  le  mouvement  autour  d'un  axe  fixe,  on  peut 
reniplacer  le  syslèine  des  forces  données  par  un  système  équi- 
valent,  qui  contient:  un  groupe  de  forces  parallèles  a  Taxe,  et 
un  groupe  de  couples  de  bras  pai-alièlcs  à  Taxe  fixe,  équivalant, 
par  conséquent,  ces  couples,  h  un  couple  unique  donl  le  bras 
coincidera  avec  Taxe,  et  étant  détruit  reffet  de  toules  ces  forces 
et  de  tous  ces  couples  par  la  résistance  de  Taxe;  un  système 
de  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Etant 
comme  cela,  si  R  n'est  pas  nule,  il  y  aura  un  point  central  par 
rapport  a  Taxe  fixe,  (n."  6),  et  Téquilibre  aura  lieu  dans  toutes 
les  posilions  oíi  le  point  central  se  trouvera  dans  le  prolonge- 
nient  de  la  direction  parallèle  a  R,  menée  par  l'axe  fixe;  et  si 
R  =  0,  les  forces  pourront  étre  renqolacées,  alors,  par  un  couple 
unique,  (n."  8),  et  Ton  obtiendra  les  positions  déquilibre,  en 
faisant  tourner  le  corps  autour  de  Taxe  fixe  jusqu'à  ce  que  le 
bras  et  les  forces  de  ce  couple  soient  dans  la  mème  direction. 


LE  CALCUL  INFINITESIMAL  AVANT  DESCARTES  ET  FERMAT 


PAR 


M.  A.  AUBRY 


Les  Grecs,  qui  les  premiers  onl  cherché  et  trouvé  les  mé- 
thodes  propres  h  traiter  scientifiquement  la  Géomélrie,  n'onl 
pas  tarde  a  y  rencontrer  Téquivalent  de  cerlaines  expressions 
que  nous  appelons  aujourd'hui  limiles,  xéries  convergentes  et  qucni- 

tités  indetermine  es  telies  que  —  et  O  x  cc,  lesquelles  durent  long- 

temps  les  arréter.  Leur  algèbre  rudimentaire  des  quantités  finies 
ne  suffisait  plus,  et  il  íallait  en  effet  de  nouveaux  príncipes  pour 
résoudie  les  nouvelles  difíicultés  ainsi  oílerles  à  leurs  spécula- 
lions, 

Les  anciens  pensaient  cerlainement  coinnie  nous  sur  la  na- 
ture,  le  calcul  et  l'enipIoi  des  infiniinenl  pelits;  luais  désireux 
d'éviter  toute  discussion  sur  cette  difficile  questiou,  —  h  peine 
élucidée  de  nos  jours,  —  ils  avaient  cherché  une  maTiiéie  de  la 
présenter  qui  ne  púl  prèler  à  aucune  objeclion,  en  \\  ramenant 
à  la  considération  de  certaines  inégalités  entie  qiiantilés  varia- 
bles,  ce  qui,  à  vrai  dire,  n'était  qu'escam.oter  la  notion  de 
Vinfini  ou  celle  equivalente  de  limite. 

II  n'est  pas  nécessaire  d'ètre  profondément  verse  dans  la 
connaissance  de  la  science  grecque,  pour  s'apercevoir  que  les 
traités  d'Euci,iDE,  d'ARCHniÈDE  el  d'ApoLLO[MLS  ont  été  prepares 
par  de  nonibreux  et  importants  travaux,  dont  il  ne  reste  que 
des  traces  difficiles  à  letrouver  et  surtout  a  coordonner.  Au 
point  de  vue  des  considéralions  infinitésimales,  on  pourrait  citer 
ce  qui  suit : 

1."  La  possibilite  de  Vinserlion  (/'une  droile  de  longueur  donnée 
et  passant  par  un  point  donné,  entre  une  droite  et  une  circonfé- 
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rence  données,  qu'ont  iiivoquée  Hippociute  et  Archimede,  ainsi 
que  les  inveiitcurs  de  plusieurs  soiutions  des  problèines,  de  la 
trisection  de  Tangle  el  de  la  dnj)licati()n  du  cube.  I^a  longueur 
ainsi  interceplée  sur  le  vecteur  variant  de  zero  à  un  certaiu 
maxiniuui,  on  concluait  qu'à  un  cerlain  niomenl  elle  élait  égale 
;i  la  longueur  donnée,  ee  qui  était  admetlre  sans  preuve  la  réa- 
lilé  de  la  continuité  géométrique.  II  est  vrai  que  les  anciens 
savaient  résoudre  ce  problème  à  Taide  des  sections  coniques, 
ce  qui  délruit  la  graluité  d'une  lelle  hypothèse. 

2."  Les  propriétés  caracléristiques  des  tangentes  aux  coni- 
ques, qui  étaient  relativement  faciles  h  découvrir:  TÉcole  cie 
Platon,  h  qui  on  en  est  redevable,  considérait  une  tangente 
comine  une  droile  qui,  prolongée  de  pai  t  et  d^aulre  d'un  point 
cominun  aux  deux  lignes,  ne  rencontre  plus  la  courbe.  Cette  défi- 
nition  ne  convient  qu'aux  courbes  du  séconcl  degré,  ainsi  que 
les  dénionstrations  cju'ils  en  ont  données.  On  peut  croire  que 
ces  idées  étaient  exposées  telles  qu'on  les  voit  dans  Apollomus: 
après  avoir  déniontié  que  les  milieux  des  cordes  parallèles 
cVuiie  conique  sonl  sur  une  mènie  droite  (diamhie),  ils  con- 
cluaient  que  la  parallèle  à  ces  cordes  menée  par  Textréniité 
du  diauiètre  est  une  tangente,  puisque  si  cette  droite  pou- 
vait  couper  la  courbe  en  un  autre  point,  le  milieu  de  la  dis- 
tance  de  ces  deux  points  serait  sur  le  dianiètre,  ce  qui  est 
absurde. 

3.°  Ils  ont  vu  aussi  Ia  connexion  du  problème  des  tangentes 
et  de  celui  des  máxima:  celui  ci  a  peut  étre  été  imagine  à  l'oc- 
casion  du  premier.  Ainsi  joignons  le  point  (a,  b)  d'une  parabole 
au  point  (O,  — a)  et  supposons  que  cette  droite  coupe  la  courbe 
en  un  second  point  (cc,  ?/)•,  on  aura 

i^af  b-        a  \      2      / 

conclusion  impossible,  puisque,  d'après  Euclide,  exposant  un 
tbéorème  probablement  connu  avant  lui,  si  une  droile  AB  est 
coupée  également  en  F  et  inigalement  en  G,  on  a:  AF^>AG.GB. 
4.°  La  diíTérence  de  plus  en  plus  petile  existant  entre  la 
somme  d'un  nombre  croissanl  de  termes  d'une  progression  géo- 
métrique décroissante  et  sa  limite;  —  entre  la  racine  carrée 
d'un  nombre  et  ses  approximations  successives,  obtenues  à 
Taide  de  moyennes  arithmético-barmoniques,  ou  par  un  procede 
ressemblant  à  celui  des  íractions  continues-,  —  entre  une  coui"be 
et  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit  dont  on  double  successi- 
VoL.  VII  —  N.°  3  3 
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vement  le  nombre  des  còtés(*):  Texpression  de  cette  dernièie 
différence  d'abord  cherchée  géonièlriquenient  par  Antipuon  et 
d'autres,  fui,  conime  on  sait,  donnée  numériquement  par  Ah- 
chimède. 

5.°  La  propriété  de  la  quadralice  xp  sin  w  =  2(o  découverte 
par  DmosnuTE  et  de  laquelle  il  résulle  que  le  quadrant  ayant 
pour  rayon  Tabscisse  a  du  point  oCi  la  courbe  coupe  Taxe  des  x 
a  une  longueur  égale  au  rayon  1.  La  dénionstration  de  Dunos- 
TRATE  est  probabieinent,  tout  au  nioins  en  príncipe,  celle  que 
Pappus  a  rapporlée  et  qu'ou  peut  présenter  ainsi:  on  sait  que 
celle  coui'be  est  produile  par  l'intersection  de  deux  droiles, 
l'une  tournant  uniíormènient  aulour  d'un  de  ses  points  O,  landis 
que  Tautre  se  nieut  de  niénie  uniforménienl  mais  parallèlement 
a  elle-niènie,  et  cela  de  manière  que  les  deux  droites,  priniiti- 
vement  perpendiculaires,  arrivent  à  se  recouvrir.  Soit  c  le  qua- 
drant généraleur,  de  centre  O  et  d'un  rayon  1 ;  supposí)ns  que 
le  quadrant  de  rayon  a  soit  plus  pelit  que  le  rayon  1,  et  soit  a 
le  rayon  correspondant  à  un  quadrant  conccntrique  de  lon- 
gueur  égale  à  1  :  la  circonférence  ayant  O  pour  centre  et  a  pour 
rayon  coupera  la  courbe  en  un  point  (a,  co)  situe  dans  Je  grand 
quacbant,  et  on  aura: 

\  C  CO 

a        I        a  sin  to 

d'oCi  la  conclusion  co  =  sinco,  qui  est  impossible,  quel  que  soit  oi, 
c.  h.  d.  si  pen  que  soil  Texcès  de  Tunilé  sur  le  quadrant  de 
rayon  a.  —  Si  le  quadrant  de  rayon  a  est  plus  grand  que  le 
ravon  1,  appelons  a'  le  rayon  du  quadrant  concentrique  et  de 
longueur  égale  h  1  ;  ce  quadrant  coupant  Taxe  des  x  à  Tinler- 
section  de  Tabscisse  a,  une  perpendiculaire  a  cel  axe  menée 
par  Texlrémilé  de  Tabscisse  a!  coupera  la  courbe  dans  l'inté- 
rieur  du  grand  cjuadranl  et  on  aura: 


a         1        a  tg  CO 

d'oú    la    conclusion    impossible    (o'  =  lgo)'.    Le    quadrant    de    a 
n'étant  ni  <  ni  >  cjue  le  rayon  1,  il  lui  esl  égal. 

EuDOXE  a  donné  pour  la  dénionstration  de  la  mesure  ou  corn- 


os) D'ou  on  concluait  que  lea  propríétés  du  polygone  convenaient  à  la 
courbe,  limite  de  ce  polygoue. 
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paiaison  quantilative  cies  surlaces  et  des  volumes  (*)  une  iné- 
ihode  (jui  n'a  été  délronée  que  par  celle  des  indivisibles;  elle 
s'appelle  mitlioile  (Cexliauslion.  On  peut  en  exposer  ainsi  Ics 
piiiicipes,  daprès  les  Elêvienls  d'EucLiDE. 

I.  Si  on  ajoute  un  cerlain  nornbre  de  [ois  une  giandeur  a  elle- 
même,  le  rhultal  finira  par  dépasser  une  quanlilé  donnée  (-). 

II.  Si  d'une  ^randeur  quelconque,  on  retire  sa  moitiê  on  plus  de 
sa  moitié,  du  /esle  sa  moilié  ou  plus  de  sa  moitir,  et  ainsi  de  suite 
un  cerlain  nornbre  de  fois,  le  dernier  reste  será  plus  petit  quune 
quantité  donnée  {^). 

III.  Si  deux  quantités  variahles  x,  y  reslenl  toujours  propor- 
tionnelles  en  croissant  ou  décroissant  constamment  vers  deux  limites 
f,  g  dont  elles  peuvent  ne  différer  que  de  quantités  quelconques ,  les 
limites  f  et  g  soiit  dans  la  mime  proportion.  Fosons 

f        « 

el  supposons  les  deux  variables  croissanles;  on  ne  peut  admetlre 
que  g  est  supérieur  à  a,  car  dans  ce  cas  on  peut  supposer 
d'après  Ténoncé  g  —  3/<Cp — ^  ou  «<C3/  et  par  suite  f<^x,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  la  variable  íc  est  supposée  croissante. 
On  ne  peut  non  plus  écrire  g<C,<^'-,  ^^^  eííet  on  peut  supposer 


(1)  D'apiès  un  traité  d'ARCHiMEDE  retrouvé  tout  récemment,  c'estDÉMO- 
CRiTE  qui  a  découvert  la  mesure  du  cone  et  c'est  Eudoxe  qui  Ta  démontrée. 

(2)  Si  grande  qu'on  la  suppose. 

(3)  Si  petite  qu'on  la  suppose. 

II  était  naturel,  pour  évaluer  ou  comparer  des  sommes  d'infiniment  pe- 
titSj   d'essayer  d'abord  Temploi  de  la  seule  série  connue,  la  progression 

-T--)-  —  +  ^+-õ"  +  ---   C'est  ce  que  fit  Eudoxe  puis  Euclide,  pour  dé- 

montrer  certaines  relations  qu'on  soupçonnait  entre  les  mesures  des  figu- 
res. AiíCHiMEDE,  avaut  d'être  arrivé  à  sa  conception  de  Tintégrale  de  quan- 
tités fonctions  de  variables  croissant  arithmétiquement,  —  Fappliqua  aux 
mesures  elles-mêmes:  pour  quarrer  le  seginent  de  parabole,  il  y  insorit  le 
triangle  maximum,  dans  les  deux  segments  rcstants,  deux  triangles  má- 
xima, et  a.  de  s. ;  le  premier  triangle,  la  somme  des  deux  suivants,  la 
somme  des  quatre  suivants,  . .  .  forment  une  progression  géométrique  de 

raison  -^,  dont  Ia  somme  donne  la  surface  du  segment.  II  eút  pu,  mais  plus 

difficilement,  trouver  ainsi  le  centre  de  gravite  du  même  segment,  mais 
comme  on  le  ven'a  plus  loin,  il  a  imagine  a  ce  sujet  un  moyen  bien  plus 
simple. 

Gr.  DE  S.^  ViNCENT  puis  Fermat  out  Ics  prcmicrs  employé  des  ordonnées 
correspondant  à  des  abscisses  en  progression  géométrique.  Cauchy  est 
arrivé,  par  les  mêmes  moyens  à  la  valeur  de  Tintégrale  Ja^dx. 
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n  assez  grand  pour  que  g  surpasse  na,  et  comine  on  peut  poser 
g — y<Co — '^^■<  <í"  aurait  ainsi  la  conclusion  impossible  na<C.y[^). 

IV.  En  pa)'liculier,  xi  les  vnleurs  de  x  sont  toujours  (gales  a 
celles  de  v,  les  deux  limites  sonl  (gales. 

Euci.iDK  démonlre  ainsi  par  exemple  que  deux  cercies  sont  entre 
eux  comine  les  canés  de  leurs  diamètres,  en  partant  du  carré 
inscrit  et  doublant  successivement  le  nombre  des  coles,  II  traite 
de  mênie  la  similitude  des  pyramides  et  de  la  sphèie  (Voir 
J.  E.  1896,  p.  227  et  seq.)- 

Archimède  a  apporté  à  cette  méthode  un  perfectionnement 
que  comporte  le  théorème  suivant: 

V.  Soient 

X>A>Y     et     X>£C>«>?/>Y. 

Si  le  rapport  de  X  tf  Y  peut  devenir  aussi  rnpproché  de  Vunité 
quon  veut,  on  a:  A  =  a.  On  ne  peut  supposer  A^a  car  il  se- 
rait  permis  d'écrire 

ce  qui  est  impossible,  puisque  A  <;  X  et  a^y\  ni  k<^a,  car  il 
s'ensuivrait  qu'on  pourrait  poser 

£C  X  tf 

conclusion  également  impossible,  puisque  tf  <^  a?  et  que  A>Y. 

VI.  La  mcme  chose  a  lieu  si  la  diffirence  X  —  Y  peut  devenir 
plus  petite  fjue  toute  quanlité  donnee  (-). 

Il  démontre  par  ce  moyen  les  ihéorèmes  relatifs  a  la  mesure 
des  surfaces  du  cyliiidre  et  du  cone,  du  volume  et  de  la  sur- 


(•)  Aujourd"hui  ou  dirait  ceei:  en  posant  f — a;  =  ç,  g  —  2/  =  ''/)  on  varra 
f   ,    X                  '  .                    1                       P 
aisément  que  le  rapport  de  —  à  —  est  compris  entre et  1  -| . 

9       y  1  _j_  J2_  ^ 

y 

(•)  Les  importants  théorèmes  III  et  IV,  —  qui  pourraient  porter  les 
noms  d'EuDOXK  et  d'ARCHiMEDE,  bien  qu'ils  n'aient  été  énoncés  explicite- 
ment  pour  la  première  fois  que  par  Mac  Laurin,  —  sont  les  deux  premières 
des  trois  propositions  dont  M.  Mansion  fait  la  base  du  calcul  infinitesimal. 
La  troisièmc  est  la  suivante  : 

VII.  Si  F  [x)  >/(-x)  e<  que  les  quantités  F  {x)  —  A,  f(x)  —  a  jmissent  de- 
venir plus  lictitcs  que  toute  quantité  donnée,  on  a  également  A'^a.  Cette  pro- 
position  est  due  à  Huygens  (De  circ.  mag.  inv.J. 
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face  de  la  sphère,  la  surfare  du  cercle,  de  Tellipse  et  de  la  pa- 
rabole,  ainsi  que  le  centre  de  gravite  du  triangle  et  ceux  de  la 
paraboie  et  du  paraboloide  de  révoiution. 

Archimède  s'e.st  en  outre  ivayé  de  nouvelles  voies,  qui  paru- 
rent  si  parfaites  que,  jusqu'h  Kepler,  on  a'a  guère  íait  que  les 
étudier,  sans  mèine  chercher  à  les  étendre  et  les  aniéliorer.  La 
découverte  qui  a  eu  riiifluencc  la  plus  considérable  sur  le  calcul 
fie  riiifini  est  la  méihode  dite  par  íchelons  {^),  laquelie  consiste 
h  parlager  par  des  droites  (ou  des  plans)  une  surface  plane  (ou 
un  corps),  ainsi  que  le  rectangle  (ou  le  cylindre)  circonscrit  en 
tranches  de  hauteurs  égales.  Si  la  courbe  (ou  la  surface)  linii- 
lant  la  partie  à  mesurer  n'a  pas  d'infIexion,  l'aire  (ou  le  volume) 
est  coniprise  entre  la  soninie  des  rectangles  (ou  des  prismes) 
inscrits  correspondant  aux  divisions  et  la  sonmie  des  i'ectangles 
(ou  des  prismes)  circonscrits.  Par  suite  de  Téquidistance  de  ces 
droites  (ou  de  ces  plans),  la  première  somme  surpasse  la  se- 
conde  d'une  quantité  aisée  à  déterminer  et  qui  peut  évidem- 
ment  devenir  aussi  petite  qu'on  veut  a  mesure  qu'on  fait  aug- 
menter  le  nombre  de  ces  droites  (ou  de  ces  plans), 

YIII.  Ainsi  la  quadrature  (ou  la  cubalure)  revienl.  a  sommer 
tous  les  petits  rectangles  (ou  cylindres)  hisciils  ou  circonscrits,  ou 
a  envisager  le  rectangle  (ou  le  cylindre)  fictif  qui  aurait  pour  base 
la  somme  des  bases  de  ces  recUingles  (ou  cylindres)  et  pour  hauteur , 
Véquidistance  des  tranches,  ce  qu'on  represente  par  Vintcgrale 


limSQ^T/Aa?  =  /  ydx. 

J  o 


Mais  pour  éviíer  la  considération  d\ine  somme  infinie,  Archimède 

cherche  la  somme  liniS^"--    des   rapports   des    bases  a  la  plus 

grande  d'entre  elles.  Ainsi,  pour  le  volume  du  paraboloide  et 
de  rhyperboloide  de  i-évolution,  il  part  des  relations 

2Si"  k  >  «2  >  2Si«-i  k,     3Si«  k^  >  7í3  >  3Si"-i  k^ 

ce  qui  donne  (^) 


(1)  Due  peut-être  à  Démocrite. 

(2)  RovERBAL  a  le  preinier  généralisé  ces  formules. 
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On  doit  donc  à  Archimède  la  nolion  de  Tintégrale  définie  et 
son  usage  pour  la  representa lion  des  aires  et  des  volumes.  II  a 
étendu  celte  théorie  aux  courbes  définies  par  des  coordonnées 
polaires,  les  parallèles  equidistantes  étant  ici  remplacées  par 
des  vecteurs  formant  des  aneles  égaux  entre  eux.  La  dernière 
formule  qui  precede  lui  serl  pour  élablir  la  quadrature  de  la 
spirale(*).  II  a  aussi  trouvé  la  valeur  de  Tinlégrale  ^"sin  ícr/a', 
de  la  manière  la  plus  éléganle  (^). 

II  reste  à  citer  d'ARCHiMÈDE  son  beau  traité  de  1'hélice  (spirale) 
oú  il  émet  plusieurs  idées  moins  immédiatement  généralisables, 
mais  qui  néanmoins  ont  eu  une  grande  influence  sur  la  science 
de  rinfini:  elles  se  rapportent  à  la  construction  de  la  tangente 
de  cette  courbe. 

II  a  imagine  a  cet  effet  les  infiniment  petits  transcendants 
(ares  circulaires),    les    subslitutions    d'infmiment   petits   (cordes 


(1)  Elle  eCit  pu  lui  servir  pour  celle  de  la  parabole,  pour  la  cubature  de 
la  sphère  et  pour  le  centre  de  gravite  du  paraboíde  de  révolution,  qu'il 
doune  sans  démonstration. 

(-)  On  doit  aussi  signaler  d'AncHiMEDE  cette  proposition  qu'il  admet 
comme  axiome:  de  deux  ares  sans  infiexions  termines  aux  deux  mrmes  points 
A  et  B,  Vare  envelofpant  est  plus  grand  que  Vare  enveloj^pé;  d'oú  ces  deux 
corollaires:  la  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  dnn  point  à  un  autre,  et 
la  longueur  d'un  are  partout  eonvexe  est  comprise  entre  celle  de  sa  corde  et  la 
somme  de  celles  des  tangentes  à  ses  extrémités. 

Le  premier  de  ces  corollaires  a  été  considere  à  tort  depuis  Archimède, 
tantòt  comme  une  définition  de  la  ligne  droite,  tantôt  comme  une  proposi- 
tion  evidente. 

EuTocius  a  essayé  de  démontrer  que  Vare  est  plus  grand  que  la  somme 
des  deux  tangentes,  en  menant  entre  celles- ei  une  troisième  tangente,  puis 
deux  autres  comprises  entre  les  trois  premières,  puis  quatre  autres  com- 
prises  entre  les  precedentes,  et  a.  de  s.  Ce  qui  fournit  une  série  de  poly- 
gones  circonscrits  de  longueurs  décroissantes,  lesquelles  paraissent  tendre 
vers  une  limite  fixe,  qui  ne  peut  être  que  la  longueur  de  l'arc.  11  n'est  pas 
difficile  de  réfuter  cette  conclusion. 

Fermat  est  parti  de  ce  deuxième  corollaire  dans  sa  rectification  de  la 
semi-cubique. 

On  peut  du  reste  le  démontrer  rigoureusement  pour  Tare  decercle;  uon, 
comme  on  pourrait  le  croire,  en  le  déduisant  de  cc  que  le  cercle  a  visible- 
ment  une  surface  comprise  entre  celles  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables,  Tuu  circouscrit,  Tautre  inscrit,  —  mais  en  remarquant  que  A  et  a 
désignant  les  périmètres  de  deux  polygones  de  ce  genre,  B,  b  ceux  d'un 
nombre  double  de  côtés,  C,  c  ceux  d'un  nombre  quadruple  de  côtés,  etc, 
on  aura: 

A>B>...>6>a     et    A  — a>4  (B-i)>  16  (C-c)>  . . . 

ce  qui  fait  voir  que  les  termes  des  deux  séries  A,  li,  . . .  et  a,  è,  ...  ten- 
dent  vers  une  limite  commune. 
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substituées  aux  ares),  les  rapjDorts  crinfiniineiit  pelils  et  fia  re' 
eherche  de  leurs  limites-,  il  s'est  inéiiie  trouvé  sur  la  voie  des 
infiniinent  petils  da  second  ordre.  II  déinontre  en  eíTet  que  sw 
la  droite  AB,  tangente  en  A  à  la  circonférence  O,  on  peul  trouver 
un  point  X  tel  que,  lirant  le  rayon  OCX,  le  rapport  de  CX,  à 
Vare  AG  soiL  plua  petit  qxiun  rapport  donné;  c.  à.  d.  que  le  rap- 
port de  (sec  o) —  I)  ii  oj  peuL  èiie  rendu  aussi  pelit  ([u'oii  veut: 
on  dirait  aujourd'hui  que,  oj  étaiit  un  infininienl  petit  du  premier 
ordre,  sec  co —  1  en  est  un  du  second  (l*i'op.  v  et  xx). 

La  coiistruction  de  la  tangente  à  la  spirale  est  trop  remar- 
quable  pour  ne  pas  ètre  indiquée  ici;  elle  rappelle  par  plu- 
sieurs  côtés  celle  rapportée  ci-dessus  de  Dinostrate.  II  remarque 
(Prop.  XVI)  que  les  vecteurs  augnienlent  conslamment  et  conclut 
qu'il  en  est  de  mème  pour  deux  vecteurs  de  plus  en  plus  rap- 
prochés,  ce  qui  fait  que  l'angle  du  vecteur  et  de  la  tangente  est 
toujours  aigu  du  còlé  de  Toiigine.  II  considere  alors  (Prop.  xvui) 
la  tangente  à  Textrémitè  A  de  la  première  spire  et  démontre 
ainsi  que  la  tangente  OS  est  égaJe  à  la  longueur  c  de  la  circon- 
férence OA.  Supposons  d'aboi-d  que  OS  <c;  on  prendi-a  sur  OS 
la  longueur  OR  telle  que  OSí^í^OPkC^c,  et  on  niènera  le  ve- 
cteur OM  coupant  la  spirale  cn  M,  la  tangente  AS  en  T,  la 
circonférence  OA  en  N,  et  en  L  la  tangente  à  celle-ci  en  A,  et 

111.  -  ™       OA 

cela  de  telle  nianiere  que  -rv7-  =  ^^7T7  construction  qu  Archimede 
'       AH       OK  ^ 

a  précédemment  démontrée  ètre  possible.  II  s'ensuit  qu'on  a: 

TN  _  AL       AN       MN 
ÕA~ÕR^^r^~ÕÃ 


d'oii  la  conclusion  absurde  TN>MN,  si  lapproché  de  c  qu'on 
suppose  OPi,  —  Si  OS  est  supposée  >  c,  on  prendra  OR'  telle 
que  OS>OR'>c  et  on  lirera  le  vecteur  OM'  coupant  la  tan- 
gente OS  en  T',  et  en  N'  la  circonférence  OA.    Ce  vecteur  est 

,,  .,,             ,     ,     ,             ..                 T'N'       OA     ^     _,    T'N' 
d  ailleurs    place    de    manieie    que    — — -  =  ---—.    De    la = 

AN'       N'M'  ^^         O^  OA 

— ^  = ,  d'oCi  la  relation  inipossible  T'N'<M'N'.   Ainsi  OS 

OH  c  ^ 

ne  peut  ètre  ni  ^  c  ni  <^c. 

On  savait  d'après  la  publication  recente  d'un  traité  de  Héron, 

qu'AucHiMÈDF,   a  également  cube   Tonglet  cylindrique ;    inais  on 

ignorait  par  quel  procede  il  était  arrivé  a  ce  résultat,  quand  il 

a  été  retrouvé  ces  dernières  années   un  important  fragment  du 

texte  mème  d'ARCHiMEDE,  oú  on  peut  voir  que  sa  méthode  n'est 
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antre  que  celle  des  indivisiblcs,  qui  a  rendu  célebre  de  nom  de 
Cavalif.ri.  iMais  ce  irailé  d'AucniMEDE,  —  qui  n'était  peut-ètre 
d'ailleurs  qu'une  preinière  él)auche  et  non  lexposition  d'une 
ihéorie  en  règle,  —  n'a  pu  de  la  sorte  conduire  h  de  nouveaux 
progrès  dans  la  science  de  Tinfini.  On  ne  saurail  douc  trop  re- 
grelter  de  n'avoir  pas  connu  plus  tôt  cette  méthode  et  les  re- 
sultais nouveaux  que  le  grand  géomètre  en  a  tires  (*). 

Le  texte  d'ApoLi.oMus  sur  la  queslion  des  máxima  (ve  livre 
des  Coniques)  ne  nous  ayant  été  transmis  que  par  des  versions 
árabes,  on  n'est  pas  sur  de  bien  connaitre  ses  idées  sur  Ia 
tbéorie  des  tangentes.  On  voit  cependant  qu'il  considere  les 
normales  couime  des  máxima  et  des  minima;  il  trouve  méme  le 
moyen  de  détermincr  les  points  d'oCi  on  peut  mener  deux  nor- 
males aux  coniques  (centres  de  courhure),  ce  qui  implique  Tidée 
d'infmiment  petits  du  second  ordre.  II  a  d'ailleurs  étudié  cette 
interessante  question  de  maximum:  on  marque  qual re  points  A, 
A',  B,  B'  sur  une  droite  donme;  y  indiquer  un  cinqunme  point  X 

,  AX    BX        .  .  , 

tei  que  soit   un   maxinnim.    Le    texte    de    Pappus,    qui 

A.  A.     JD  A. 

rapporte  ce  problème,  lendrait  à  faire  croire  qu'Apoi.LOMus  avait 
une  méthode  de  recliercbe  des  niaxima  fondée  sur  les  idées  mo- 
dernes  de  1'assiuiilalion  du  maxiuium  d'une  fonction  à  la  réu- 
nion  de  deux  valeurs  égales  de  eette  fonction  quand  les  deux 
valeurs  correspondantes  de  la  variable  tendent  Tune  vers  Tau- 


(1)  II  y  donne  le  centre  de  gravite  du  cone,  ce  qui  semble  demander  la 
connaissance  de  Tintégrale  jx\lx.  Mais,  ce  qui  est  plus  probable,  il  Taura 
conelu  par  exliaustion  de  celui  de  la  pvramide,  lequel  est  aisé  à  déduire 
de  la  proposition  suivante:  le.  centre  de  gravite  d'nne  pyramide  triangulaire 
divise  la  haideur  de  ce.Ueci  en  proportion  donnée,  et  de  la  décomposition 
d'après  Euclide  d'un  prisme  triangulaire  ABCaòc  eu  trois  tétraèdres  égaux 
6A13C,  Qahc,  CAai;  ce  qui  donne,  en  appelant  A^,  /í,  x,  h  —  a;  et  ?/,  le  vo- 
lume du  prisme,  sa  hauteur,  les  distances  à  la  base  du  prisme  des  centres 
de  gravite  des  trois  pyramides;  h'  et  x'  la  hauteur  au-dessus  de  la  tace 
A6,  de  Tarête  Ce  et  des  centres  de  gravite  des  pyramides  CAB6,  CAab, 


et  de  là 


v-g-^y^+yí^*  — -'«) +-3-2/    <ío"   2/  =  Y» 


^3"  =  ¥^+T Y  +  T"^    dou   x'  =  ~. 


Akchimede  s'appuie  sur  des  idées  semblables  pour  trouver  les  centres  de 
gravite  du  triangle  et  du  segment  de  parabole. 
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tre :  Pappus  désig^ne  en  eíTet  ce  point  par  les  mots  [xovayóç  lòyoç 
xaí  iXixyiniQç,,  qui  onl  attiré  l'allention  des  invciUeurs  modenies 
du  calcul  infinitesimal,  Descahtes  et  Feiimat. 

Du  reste  les  questions  de  maxinium  se  niultiplient,  mais  sans 
qiron  enti'evoie  aucune  inélhode  générale  pour  les  résoiidre. 
Ainsi  Skre>us  reoherelie  le  Iriangle  rnaximuni  fonni  par  detix  ge- 
neral rices  d  un  cone  oblique\  — Pappus  démonlre  que  le  plus  grand 
des  triangles  isopírimèlres  de  nume  base  est  le  triangle  isoscèle,  et 
que  de  lous  les  triangles  aijant  un  angle  commum  et  dont  le  côté 
opposé  passe  par  un  point  de  la  hisseclrice  de  cel  angle,  le  triangle 
isoscile  esl  le  plus  petil  et  celui  dont  la  base  est  la  plus  grande;  — 
EuTocius,  n  propôs  d'un  problème  dARcnnn.DE,  remarque  que 
la  droile  OA  ílant  coupêe  en  P,  le  parallllipipede  dont  la  base  est 
un  carrc  ayant  AP  pour  côté  et  dont  la  huuteur  est  OP,  est  ma- 
xinium quand  AP  est  double  de  OP;  la  démonstration  revient  à 
faire  voir  que  Thyperbole  21x2/=  4  et  la  parabole  ?/  =  (1_|-íc)^ 
se  touchanl  en  I,  le  reclang^le  ayant  Torigine  et  un  point  quel- 
conque  M  de  Thyperbole  comme  sommets  opposés,  a  une  sur- 
face  constante,  landis  que  le  rectangle  ayant  la  même  origine 
et  le  point  N  de  la  parabole  de  mème  abscisse  que  le  point  M 
comme  sommets  opposés  a  une  surface  moindre,  sauf  si  les 
deux  points  M  et  N  se  confondent  au  point  de  contact  I  (i). 

Après  Archimede,   qui  avait  porte  h   un  aussi  baut  degré  de 


(')  On  a  donné  du  tliéorème  d'EuTocius  plusieurs  autres  démonstrations 
géomètriques  non  moins  curieuses,  qu'on  rétablira  aisément  sur  les  don- 
nées  suivantes: 

Celle  du  géomètre  árabe  Al-Quolhí,  qui  revient]à  faire  voir  que  la  fon- 
ction  {4:~\-  x)  (1  —  x)  passe  par  um  maximum  pour  4  -1-  a;  :=  1  —  x.  c.  k.  d. 

3 
pour  a?  = —^  et  qu'elle  est  dono  décroissante  pour  x  =  0;  que  par  suite 

on  peut  écrire 

4:>{4:±X){1+X). 

Multipliaut  par  x  et  ajoutant  +  4(1  4I  x),  il  vient 

±4^±{'-^±a:)Ml+^)     ou     1.22>(l  +  cc)(2±x)2. 

G.  DE  S.'^  ViNCENT  démontre  que  le  rectangle  ayant  pour  sommets  op- 
posés un  point  M  de  la  parabole  p  =  x^  et  un  point  donné  A  de  Taxe  est 
maximum  si  Tabscisse  OP  de  M  est  moitié  de  PA;  en  eíFet  on  rend  la  chose 
evidente  en  menant  la  tangente  en  M,  et  comparant  le  rectangle  MA  à  tout 
autre  rectangle  inscrit. 

BoRELLi,  opere  comme  Al-Quouhí,  sur  des  droites  divisées,  d'une  ma- 
nière  qui  revient  à  ceei:  prenons  y  telle  que  (4  +  í/)  =  (llfíc)  (4  +  x);  le 
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perfection  la  géométrie  de  la  mesure,  celle-ci  fut  longtemps 
sans  progresser,  le  sujet  paraissant  alors  épuisé.  A  peine  peut-on 
signaler,  ju.squ'à  Kepler,  de  Pappus,  les  deux  ihéorènies  dits  de 
GuLDiN  et  son  idée  de  reinplacer  la  double  série  d'échcl()ns  cir- 
conscrits  et  inscrits  par  une  seule  série  d'éclielons  insciils  et 
soinniairenient  indiques  du  reste:  c'est  ainsi  quil  siniplifie  la 
quadrature  de  la  spirale  d'AncniMEDE  et  qu'il  quarre  sa  propre 
spirale  sphérique,  preniier  exemple  de  quadrature  d'une  surface 
courbe. 

L'algèbre  des  quantités  finies  elles-mêmes  n'existait  pas  alors 
explicitement  comme  science  ;i  part  ayant  ses  régies  et  ses  fins 
particulières;  et  cependant  il  y  avait  dès  cette  époque  une  nou- 
velle  algèbre  ;i  créer,  celle  des  infiniment  petils,  ou  plus  gé- 
néralement,  celle  des  équations  infinitésimales.  Les  premières 
ouvertures  étaienl  faites  dans  ce  nouveau  défrichemeni :  la  con- 
naissance  de  ce  fait  que  les  valeurs  de  certaines  quanlités  la- 
tionnelles  ou  non  ne  peuvent  étre  conçues  avec  quelque  pré- 
cision  que  si  on  peut  les  supposer  comprises  entre  deux 
quantités  vainables  se  rapprocbant  de  plus  en  plus,  c.  a.  d.  par 
approximations  successives  (*j;    d'oú  Tidée  de  limite,   et  de  la 


second  membre  peut  s'écrire  +  (1  -j-  x)  [(2  +  x)~  —  4],  d'oú 
éil-y)  =  (l+x){2±xf, 

et,  comme  1^1 — 2/i  on  obtient  la  même  relation  fiiiíile  qu'AL-QuouHÍ. 
Le  théoròme  d'EuTociDs  s'écrirait  aujourd'hui  2a-|-ô^3  \/ a'b. 
On  peut  signaler  ici  plusieurs  autres  problèmes  célebres  du  même  fíenre : 
Maximum  de  Vangle  dont  le  sommet  est.  sur  mie  droite  donnée  et  dont  les 

deux  côtés  passent  par  deux  points  donnés  (Regiomontanusj;  ce  que  Eebiere 

(Mathématiques  et  mathématiciens)  traduit  ainsi :  en  quel  point  de  la  place 

Vendôme  doit  se  placer  nn  invalide  pour  voir  son  empereur  sous  le  plus  g rand 

angle  possible? 

Maximum  du  triangle  red angle  dliypotcnuse  donnée.  (Kepler). 
Maximum  du  paralUUpipede  à  base  carré  inscrit  dans  une  sphcre.  (id.) 
Maximum  du  cylindre  ayant  une  diagonale  donnée.  (id.) 
Maximum  ou  minimum  des  cylindres  et  des  cones  inscrits  ou  circonscrits  à 

une  sphcre.  (Robekval.) 

Maximum  de  la  surface  d'im  cone  inscrit  dans  une  spliere.  (Fermat.) 
Maximum  de  la  somme  des  distances  d'un  point  intérieur  aux  sommcts  ou 

aux  côtés  cVvn  polygone  régulier.  (Viviani.) 

Maximum  de  la  stirface  d'u7i  parallelipipede  à  base  carrée  de  volume 

donné.  (Bouvier.) 

(ij  AiíciíiMEDE  parait  l'inventeur  du  procede  base  sur  cette  idée.  Seule- 

ment,  s'il  a  bien  compris  que  la  valeur  cherchée  se  precise  ainsi  de  plus 

en  plus,  a-t-il  pense  qu'il  fallait,  —  pour  que  cette  valeur  soit  de  cette  fa- 
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celle  des  infiniment  petils,  et  —  conime  application  —  celle  de 
leur  comparaisoii  et  de  leur  soinmation. 

Mais  Tutililé  de  créer  et  perfectionner  cette  nouvelle  algèbre, 
—  utilité  qiii  nous  parait  toule  naturelle  aujourdMuii,  —  ne 
s'était  pas  encore  fait  jour,  et  a  cliaque  démonstralion  on  re- 
prenait  la  longue  suite  des  raisonnenients  de  ses  devancières, 
sans  qu'on  sen)ble  s'èlre  jendu  coniple  à  cette  époque  de  Téco- 
noniie  qu'eút  présentée  la  réunion  en  corps  de  science  de  ce 
que  ces  raisonnenients  avaient  de  commun  (i).  Les  idées  nièmes 
qui  pouvaient  servir  de  base  à  cette  science  nouvelle  étaient 
loin  d'étre  élucidées  et  niènie  adniises,  On  ne  voit  de  nouveau 
à  ce  sujet  dans  tout  le  Moyen-Age  que  Tidée  d'ORESHE  de  re- 
présenter  la  marche  d'une  tbnction  par  une  courbe  définie  au 
moyen  de  coordonnées  ("-),  et  sa  remarque   si  importante  que 

IX.  Aux  environs  d'u7i  maximum,  la  vitesse  de  Vordonnce  est 
nulle,  ce  cpii  est  Torigine  du  Calcul  diffíienliel. 

Dans  les  lemps  modernes,  peut-on  signaler  avant  Kepler, 
Tartaglia,  lequel  parle  d'une  «noua  álgebra»,  qu'il  devait  pu- 
blier  et  oíi  devait  se  trouver  une  méthode  servant  à  la  recherche 
des  Solutions  des  questions  de  máxima,  telles  que  la  suivante 
qui  lui  avait  été  proposée  :  parlagei-  8  en  deux  parlies  dont  le 
produit  multípliê  par  leur  diffírence  soil  un  maximum  {^).  II  in- 
dique la  valeur  de  la  diflérence,  ce  qui  fait  croire  qu'il  prenait 
cette  diíTérence  comme  inconnue.  Peut-ètre  s'est-il  servi  d 'une 
méthode  graphique,  comme  Eutocius  ;  dans  ce  cas,  on  est  ra- 
niené  à  chercher  le  maximum  d'une  expression  de  la  forme 
0.x  {(i'-'  —  x^),  a  désignant  un  nombre  à  determiner  de  manière 
que  les  deux  courbes  y=^a^  —  x^  et  aYíc=  1  soient  tangentes: 
le  point  de  conlact  donne  la  solution,  car  en  ce  point  le  rap- 
port  de  Y  à  y  est  maximum.  Tartaglia  peut  aussi  avoir  re- 
marque que  le  maximum  a  lieu  en  mème  temps  que  celui  de 


çon  entièremente  définie,  —  qu'ori  puisse  en  outre  s'assin-er  que  les  deux 
variables  se  rapproclient  de  manière  à  diíFérer  d'aussi  peu  qu'on  veut. 

(1)  Les  travaux  longtemps  inédits  d'ARCHiMEDE  cites  plus  haut,  ainsi 
que  les  abvéviations  de  Pappus  qu'on  vient  de  rappeler,  tendraient  cepen- 
dant  à  faire  croire  à  certaines  tentativos  de  ce  genre. 

(2)  On  savait  avant  Ores.me,  definir  par  des  coordonnées  un  point  isole, 
ainsi  que  certaines  courbes  géométriques  ou  géographiqurs,  mais  ou  vou- 
lait  simplement  ainsi  énoncer  une  propriété  de  ces  courbes,  tandí»  qu'ORESME 
visait  à  reniplacer  en  general  les  dcfinitions  géométriques  des  courbes  par 
les  expressions  analytiques  des  relations  existant  entre  les  coordonnées  des 
points  de  ces  mêmes  courbes. 

(3j  «Fatimo  di  otto  due  tai  parti,  clie  il  produtto  delTunaneiraltra  mul- 
tiplicato  oella  loro  differentia  faceia  piu  che  possibel  sja.» 
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íc- (a^  —  íc-)',  ce  qui  en  faisait  un  simple  corollaire  du  théorème 
d'EuTocius. 

II  faut  reconnailre  que  depuis  quelque  tenips  l'idée  de  limite 
se  precise  de  plus  en  plus:  ainsi  les  Árabes  avaienl  découvert 
la  solution  des  équalions  par  substitutions  sucressives,  idcnlique 
au  fond  à  celle  dite  de  Newton,  solution  reproduite  et  perfe- 
ctionnée  par  Fibonacci,  Paccioli,  Bombelli,  Viete,  Stevin,  Bíírgi, 
Cataldi,  Briggs  et  Raphson  avant  Newton. 

CiuQUET  a  niontré  ;i  approcher  de  plus  en  plus  de  ia  racine 
carrée  d'un  nonibre  en   déterniinant  directement   deux   limites 

a      3  ,  .  ,.  «  +  P  .  j  1         1-     • 

— ,  -V  et  prenant  leur  mediante  — — -p,  ce  qui  donne  deux  hmites 
ah  a-\-b 

plus  resserrées  qu'on  moyenne  de  ménie  et  a,  de  s.;  il  ajoute 
celte  remarque:  «tant  plus  lon  continueroit  par  cesle  nianiè 
tant  plus  prés  lon  s'approcheroit  mais  Jamais  on  ne  Tattaindroit 
pcisêmel». 

BuTEON  (Op.  geo77i.,  1554)  donne  cetie  méthode  d'approxima- 
lion  pour  insérer  deux  moyennes  géométi-iques  entic  les  ]on- 
g-ueurs  a  et  b:  consti'uire  un  premier  parallèlipipède  dont  les 
dimensions  seront  a,  a,  b\,  puis,  par  la  gcométrie  élémenlaire, 
un  second  parallèlipipède  dont  les  dimensions  sont  «i  =  Vab, 
«I,  bi=a\  puis  un  troisième  dont  les  dimensions  sont  a2=Vaibí, 
«2,  ^2  =  ai;  et  a.  de  s.  Tous  ces  solides  ont  mème  volume  et 

3/ 

leurs  dimensions  tendent  vers  une  limite  commune,  qui  est  y  a%. 
ViETE,  le  premier  a  utilisé  directement  Tinfini  sans  s'égarer 
et  en  a  tire  une  expression  d'un  genre  alors  tout  nouveau,  les 
produits  infinis,  Considérons  {Var.  de  rebus  math.  resp.,  1595) 
deux  ares  ciiculaires  ég^aux  MB,  BA  de  centre  O,  et  menons 
le  diamètre  ÍMON;  il  est  facile  de  voir  que  le  triangle  Pj  =  MAO 
est  au  quadrilatère  P2=MBAÕ  comnie  AN  est  h  M'S.  Subdivi- 
sions  également  en  C  et  C  les  ares  MB,  BA;  on  aura  Tbexa- 
gone  MCBCAO,  qui  será  au  quadrilatère  P2  comme  BN  a  MN. 
Dela,  la  relation 

Pi  _  AN .  BN 

Ps^  ~      MN2      • 

On  aurait  de  mème  un  décagone  P4  =  MDCD'BD"CD"'AO,  qui 
donnera 

Pi  _  AN.BN.CN 

et  a.  de  s.  On  peut  ainsi,  par  la  duplication  répétée  du  nombre 
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des  còtés  crun  polygone  régulier,  approchei'  de  plus  en  plus  de 
la  valeur  du  cercle(*).  Si  ou  part  du  cané  et  qu'on  fasse  MN  — 2, 
on  obtient  Ia  valeur  de  7t  sous  Ia  Ibruie  suivaute,  la  jireniière 
expressioii  qui  ait  élé  douuée  de  ce  nombre  célebre 


2       v/2  /2  +  V/2  ^2  +  v/2  +  v/2 


On  peut  aussi  sig^naler  les  premières  vues  sur  la  dynauiique 
comuie  ayant  contribué  à  amener  la  créalion  du  calcul  de  Tin- 
fini :  particulièremeiU  Ia  découverte  de  raccélération  de  la  vi- 
tesse  daus  la  chulé  des  corps  et  sou  assiuiilatiou  a  une  accumu- 
lation  des  inipulsious  de  Ia  pesaiiteur  (Íjkmcdetti,  1585);  et  peu 
après  les  notions  piécises  de  la  vitesse  et  de  la  variation  de  Ia 
vitesse,  données  par  Galilée,  h  propôs  du  niouvement  unifor- 
mément  varie  —  dont  la  considéralion  lui  est  due  —  et  des  diíTé- 
rentes  hvpotlièses  qu'on  avait  iuiaginées  pour  definir  les  lois 
de  Ia  chute  des  corps. 

L'idée  de  Wright  [Errours  in  nav.  1598)  de  somnier  les  se- 
cantes de  10''  en  10",  —  ce  qui  pratiquement  revenait  au  calcul 
de  rintégrale   fcosecxdx,  quon   sait  niaintenant   étre   égale  à 

Ltg-—,  —  pour   la  construction   des  caries   de  Meucator^  —  de 

mème  que  celle  de  Nepeu  (!///•.  iog.  desc.  1614)  de  considérer 
les  niouvenients  de  points  décrivant  deux  droites  croissant  de 
diverses  nianières;  —  sont  une  autre  preuve  qu'on  s'accoulu- 
mait  alors  de  plus  en  plus  à  1'idée  de  Tinfini,  et  qu'on  senlait 
de  plus  en  plus  nettement  la  necessite  de  trouver  le  moyen  de 
le  sommettre  au  calcul,  au  mèuie  titre  que  les  quantités  finies. 
La  recherche  expérimentale,  par  Galu.ée,  de  plusieurs  courbes 
oíFertes  h  sen  examen  par  la  nature,  telles  que  celles  qu'on  a 
appelées  plus  tard  cycloide,  élaslique,  chainelle^  brachystochrone, 
courbe  d' t: gale  résistance,  n'a  pas  élé  non  plus  sans  inlluence  sur 
la  marche  des  idées  qui  ont  abouti  au  calcul  infinitesimal;  car 
elle  montrait  le  besoin  d'un  nouvel  outil  qui  devait  permettre 
de  déduire  de  la  connaissance  des  propriélés  infinitésimales 
d'une    courbe,    la    déterminalion   algébriqiie    de    cette    courbe. 


(1)  Cest  réquivalent  de  cette  formule  d'EuLER 


sina  a         a         a 

=  cos  -^  cos  -r-  cos  -pr 


a  —  2         4 
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Cest  ce  qu'ont  compris  confusénient  les  preniiers,    DEscAnxEs 
et  Fermat,  et  plus  consciemment,  Debeaune. 

Les  prtcurseurs  de  Néper  dans  la  recherche  des  nioyens 
dutiliser  les  propriétés  des  progressions  arithmétiques  et  géo- 
niéti"iqiies  pour  rabréviation  des  calculs,  —  avaient  bien  vu  que 
la  difficulté  principale  résidait  dans  Ia  rapide  croissance  des 
tennes  de  la  progression  géoniétriqiie,  (|ui  rendait  illusoire 
Tusage  des  logaritbmes,  si  la  raison  élait  quelque  peu  supé- 
rieure  à  Tunité.  Bíírgi,  calcula  en  conséquence  une  table  d'an- 
tilogarithmes  de  raison  1,0001,  qui  présentait  le  double  avan- 
tage  d'une  lenteur  suífisante  et  d'un  calcul  extrèniement  facile 
à  executei":  on  avait  ainsi  log  1,0001'*  =  w,  On  aurait  une  pro- 
gression encore  plus  lente  en  prenant  la  raison  1 -]- w  encore 
plus  voisine  de  Tunité,  mais  alors  il  eút  faliu  beaucoup  de  dé- 
ciniales  pour  exprimer  les  termes  de  la  progression  géométrique. 

Neper  envisage  la  chose  d'un  point  de  vue  beaucoup  plus 
élévé  :  il  suppose  [Mir.  log.  const.  1619)  deux  points  co,  fí,  se 
mouvant  siniultanément,  Tun  arithmétiquenient  sur  la  droite 
ato^,  et  Tautre,  géoniélriquement  sur  la  droite  A12B,  les  vitesses 
h  Torigine  élant  égales  en  a  et  en  A.  La  vitesse  du  point  oj  est 
uniforme;  et  celle  du  point  Q  est  toujours  proportionnelle  ;i  la 
distance  QB,  le  point  B  étant  convenablement  choisi.  Comme 
les  incréments,  —  et  par  suite  les  vitesses  —  de  Q  forment  eux- 
mèmes  une  progression  géométrique,  on  peut  dire  que  «co  est 
le  logariíhme  de  AÍ2.  II  en  resulte  qu'en  considérant  deux  au- 
tres  points  correspondants  (o'  et  Q',  le  tenips  employé  à  par- 
courir  QQ',  — lequel  est  égal  à  celui  employé  à  parcourir  omo', — 
est  compris  entre  les  durées  que  demanderait  le  trajet  de  QQ' 
avec  les  vitesses  en  íl  et  en  íl' \    on  a  donc  cette   três  remar- 


4 


uable  relation 


QQ'  Afí'       Í2Q'  (1) 

¥b^    õT^IIb" 


ce  qui  sert  à  Neper  pour  calculer  ses  logaritbmes  avec  toule  la 
précision  qu'il  désire. 

De  là  aussi  cette  belle  proposition:   laccroissement  du  logari- 
íhme (velocitas  incrementi  logarithmoruni)  dwi  nomhre  esl  a  celui 


(í)  On  bien 


^>L-Í+A>       '^ 


X  X  x-\-h' 
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(íe  ce  nomhre  comme  Vunilê  a  ce  méme  noinhre  {^),  qui  constilue  la 
définiliou  infinitésiiiiale  des  logarithnies  et  dont  parait  s'ètre 
inspire  Newton  dans  son  explicatioii  du  calcul  infiniléiiiual. 

En  outre  de  st)ii  iin))()rtante  découveiie  de  la  loMction  loga- 
ritliniique,  on  doil  doiic  à  Neper  la  première  considéi-alion  abs- 
Iraite  de  la  difíerentielle,  qui  est  pour  lui  la  vilesse  de  l'accrois- 
seinent  de  la  fonetion. 

On  poun-ait  ajouler  ici  les  niéthodes  de  Neper  et  de  Briggs 
pour  le  calcul  des  lables  logarilhniiques,  mais  on  renverra  pour 
cela  à  VEns.  mal/i,  1907,  p.  423.  II  suílira  de  lappeler  la  for- 
mule suivante  entrevue  par  Bhiggs 

La  =  lini  n  {'^a  —  i). 

Les  questions  precedentes  étaient  bien  propres  à  faniiliariser 
les  esprits  avec  les  nouveaux  usages  de  Tinfini;  mais  elles 
étaient  trop  parliculières  pour  qu'on  puisse  en  dégager  les 
principes,  qui  restaient  vagues  et  inutilisables  pour  le  public 
ordinaire.  C'est  à  Kepler  qu'on  doit  les  premiers  essais  sur 
Tutilisation  de  Pinfini,  essais  donnés  incideniment  et  comme  in- 
termède  a  ses  travaux  astronomiques  habitueis. 

En  1604,  dans  son  Paralipoviena,  il  avançait  que  les  parai- 
lèles  sont  des  droites  qui  se  rencontrent  à  Tinfini  et  que  la  pa- 
rabole  est  la  limite  commune  des  ellipses  et  des  hyperboles 
dont  un  des  foyers  s'éloigne  a  1'infini.  —  Dans  son  opuscule 
Ster  Dol.  (1515),  s'élancant  en  quelque  sorte  dans  linfini, — 
comme  dit  íAIointuci.a,  —  il  repudie  la  claire  et  rigoureuse,  mais 
prolixe  méthode  d'exhaustion  et  adopte  nettement  l'idée  de 
jinfiniment  petit:  il  s'était  proposé  la  mesure  des  corps  pro- 
duits  par  la  révolution  des  coniques  autour  d'une  droite  de 
leur  plan,  et  le  grand  noníbre  de  problèmes  ainsi  poses  Tavait 
amené  a  chercher  des  simplificalions  des  mélhodes  d'A.RCHiMEDE, 
les  seules  alors  connues.  Ainsi  le  cercle  et  la  sphère  sont  Tas- 
semblage  d'une  infinité  de  triangles  ou  de  pyramides  ayant  leurs 
sommets  communs  au  centre  et  pour  bases  les  éléments  infini- 
ment  petits  de  la  circoníérence  on  de  la  surface  sphérique  (^), 


(1)  Ce  qui  revient  à  écrire 

,_          dx 
ãLx  = . 

X 

(2)  On  a  su  depuis  que  les  Indiens  avaieut  defini  la  surface  du  cercle  a 
peu  prés  de  la  même  manière. 
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De  mème  le  cylindre  et  le  cone  sonL  fonnés  de  prismes  ou  de 
pvraiuides  de  mème  hauteur  et  ayant  pour  bases  les  éléments 
de  celles  du  cylindre  ou  du  cone.  Sa  mélhode  s'appuie  sur  le 
diéorème  suivant : 

X.  Si  (leux  solides  compris  enlre  deux  plans  parallèles  ont  a 
toule  hauleur  des  sections  égales,  leurs  volumes  sero7it  égaux  {}).  II 
tire  de  la,  parmi  d'autres  résultats  inexacts,  la  mesure  du  vo- 
lume du  toie,  en  le  comparant  avec  1'onglet,  cylindrique  de 
mème  base  et  de  hauteur  convenable,  les  sections  pcrpendi- 
culaires  à  Taxe  étant  égales  dans  ces  deux  corps  et  se  dédui- 
sant  aisément  des  sections  correspondantes  dans  la  sphère. 

Kepler  a  aussi  retrouvé  le  théorème  d'ORESJiE  sur  Taniiula- 
tion  de  la  variation  des  ordonnées  d'une  courbe  aux  environs 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

Dans  son  Typhis  Balavus  (1624),  ouvrage  presque  inconnu 
de  nos  jours,  S.nellius  a  donné  les  premières  ouvertui"es  rela- 
tives  a  la  reclificalion  des  courbes  et  ramené  celle  de  la  loxo- 
dromie  à  celle  de  la  circoníérence.  Le  texte  mème  de  Snellius 
ayant  été  reproduit  et  commenté  {Annaes,  t.  vi,  p.  383)  11  est 
inutile  d'en  dire  plus  ici.  On  verra  qu'il  donne  Téquivalent  de 
cette  expression  de  la  longuer  de  Tare  j \J dx^ -{- dy^ ^  qu'on 
attribue  habituei lement  à  Wallis. 

La  recherche  des  problèmes  de  Kepi.ek  parait  avoir  conduit 
Cavalieri,  dès  1629,  à  la  décou verte  de  sa  mílhode  des  indivisi- 
bles.  II  suppose  [Geom.  indiv.  1635)  une  surface  plane  (ou  un 
solide)  produite  par  le  mouvement  d'une  droite  (ou  d'une  sur- 
face plane)  se  mouvant  pai'allèlement  à  elle-mème,  en  changeant 
à  chaque  instant  de  forme  et  de  grandeur  suivant  une  loi  qui 
caractérise  la  figure;  celle-ci  est  ainsi  décomposée  en  une  infi- 
nité  de  tranches  infiniment  minces  qu'il  appelle  des  indivisihles . 
L'aire  (ou  le  volume)  est  ainsi  la  somme  de  toutes  ces  droiles, 
omnes  linece  (ou  de  toutes  ces  sections,  omnia  plana),  ce  qui 
n'est  autre  chose  que  le  théorème  vi  d'ARCHiMEDE  exprime  en 
termes  impropres:  il  entend,  non  la  somme  elle-mème  des 
droites  (ou  des  sections)  mais  celle  des  rectangles  (ou  des  cylin- 
dres)  infinitésimaux  inscrits.  Ainsi  le  volume  de  la  sphère  se 
calcule  par  un  procede  qu'on   exprimerait   aujourd'hui   par  la 


(')  Cest  une  conséquence  inimédiate  des  théoiòmes  d'EuD0XE  (iii)  et 
d'AjíCHiMEDE  (vi). 


m 


formule 


V 


raf  =  -Sx  (2  -  cc)  =  "Ir^x  -  xSíc^  •, 


or  Sa?  represente  la  surface  (raii  reclangle  aisé  a  délerminer; 
il  reste  a  évaluer  Síc'^,  ce  (ja'il  fait  géoniétriqueinent  d'une  lua- 
iiière  aussi  iiigénieuse  que  peu  naturelle. 

II  énonce  ce  théorème,  généralisation  de  celui  de  Kepler  (X)-, 

XI.  Si  deux  figures  planes  (ou  solides)  compiises  entre  deux 
droiles  (ou  deux  plans)  parallcles  sont  lelles  quli  toute  hauleur  les 
droiles  (ou  les  seclions)  soient  proportionnelles  dans  les  deux  figures, 
il  en  est  de  mênie  des  sur  faces  (ou  d  es  solides)  considéries  {))  c.  ii.  d. 
quon  a  : 

fd(ax)  =  aj  dx. 

II  íait  aussi  usage  du  suivant: 

XII,  Si  (róis  solides  de  même  hauleur  sont  leis  que  la  seclion 
par  un  plan  paralUle  a  la  base  dans  l'un  d'eux  soit  tgale  a  la 
somme  des  seclions  des  deux  autres,  il  en  est  de  même  pour  les  Irois 
solides,  ce  qui  s'énoncerait  h  présent  par  la  relalion 

j\dx  +  dij)  ==J'dx  i-fdy. 

De  la  une  elegante  démonstralion  du  volume  de  la  dcmi-sphère, 
en  la  coupant  par  un  plan  parallèle  ;i  Téqualeur,  ainsi  que  le 
cyliudre  circonscrit  et  le  cone  h  45"  ayant  son  sommet  au  centre 
de  la  sphère  et  mème  base  que  le  cylindie  (^). 

Comme  le  montrent  les  pages  qui  prècédent,  jusqu'ici  Tuli- 
lisation  de  linfini  n'avait  guère  cu  lieu   que  pour  le  trace  des 


(')  Archimede  avait  déjà  donné  un  cas  particulier  de  ce  théorème,  en 
ramenant  la  quadrature  de  Tellipse  à  celle  du  cevcle. 

(')  ToRRicELLi  a  employé  les  indivisi')les  dune  manière  particulière 
quil  est  bon  de  conuaitre.  II  suffira  d'indiquer  Texemple  suivant. 

Considérons  le  carré  ABC  D,  et  du  point  M  de  la  diagonale  BD,  tirons 
MN  et  ]\JP  parallèles  à  AB  et  BC.  Si  la  figure  tourne  autour  de  DC,  le 
carré  produira  un  cyliudre,  et  le  triangle  BDC,  uu  cone,  dont  la  circonfé- 
renee  produite  par  la  rotation  deMP  est  un  cyliudre  de  hauteur  intíniment 
petite  (I).  Or  la  rotation  de  AIN  autour  de  DC  produit  un  tube  dont  Tépais- 
seur  est  égale  à  (o,  et  son  volume  est  par  conscqueut  double  du  cylindre 
élémentaire  dont  il  vient  d'être  parle.  Le  solide  creux  compris  entre  le 
grand  cylindre  et  le  cone  est  donc  double  de  celui-ci;  le  cone  est  done  le 
tiers  du  cylindre. 

Si  le  carré  est  remplacé  par  un  rectangle,  Tépaisseur  du  tube  n'estplus 
égale  à  u>:  la  modification  à  faire  subir  au  raisonuement  est  aisée  à  éta- 
blir  et  n'a  pas  dú  echaper  à  Tokricelli. 

VoL.  VII  — N.03  á 
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tangentes  aux  coniques  et  a  la  spirale,  ainsi  que  pour  la  mesure 
de  quelques  surfaces  et  volumes^  la  nolion  de  diílérentiation 
était  uiènie  encore  bien  nioins  clairenient  établie  que  celle  din- 
tégialion,  Tidée  de  conipa)"er  des  aires  ou  des  volumes  à  d'au- 
tres  g^randeurs  plus  simples  devant  preceder  Pidée  beaucoup 
plus  abstraite  de  tangence.  Cest  alors  que  ces  deux  questions 
se  sont  piéeisées  et  présentées  dans  loute  leur  généralité  h  Des- 
cartes et  l'"t:nMAr,  qui  les  ont  résolues  autant  que  le  permettait 
1'algèbie  de  leur  temps. 

Ainsi  commence  h  cetle  époque  un  second  cliapitre  de  Tliis- 
toire  des  mélhodes  infinitésimales,  qui  se  termine  à  Newton  et 
Leibmz,  par  les  mains  des  quels  se  trouveront  enfin  édifiés  la 
ihéorie  et  le  cakul  de  Tinfini. 


NOTE  I.  —  8iir  la  iiotioii  (riiifiiii  mathématiquc 

L'idée  de  rinfini  s'esl  pi'ésentée  in(]ii'eclement  mais  fréquem- 
ment  aux  premiers  géomèlres  grees,  lesquels  ont  essayé  de  le 
soumetti-e  au  oalcui  dans  les  problèmes  les  ])lus  élémentaires 
qui  en  dépendent.  II  est  à  croire  quils  auront  été  empèchés 
d'exposer  leuis  idées  sur  Tinfini,  aulant  par  la  difticullé  de  le 
faire  clairement  que  par  le  désir  d'éviler  toule  oonti-overse  sur 
ce  sujet,   Le  ibéorème  i,   la  seule  indication  qui  nous  en  reste, 

revient  a  dire  que  L  expressioii  —  lena  vers  zno  a  mesure  que  x 

(levienl  de  plus  en  plus  granel.  Cest  d'ailleurs  ;t  celte  proposilion 

que  se  réduisent   la  plupait  de  celles   qui  concei'nent  le  calcul 

infinitesimal. 

Les  questions  examinées  par  les  Ânciens  peuvent  ètre  résu- 

mées  ainsi:    l'école  de  Platon    a  entrevu   la  conlii\uité  géonié- 

Irique  —  on  si  Ton  veut,    einématique,  —  et   imagine  la  notion 

de  tangence;  —  Eudoxe  a  utilisé  les  progressions  géométriques 

décroissantes  pour  la  comparaison  de  somnies  d'infiniment  pe- 

tits  (*)•,  — DiNosTRATE  scuible  Tauteur  de    la  détermination    des 

sm  o?  t"'  £c 

limites  de  et  -^ —   pour  a;  =  0;  —  a    Archimede,   on  doit 

ridée   d'intégiale    et   le   calcul    de   celles  des  expressions   xdx, 
asVaj   et   únx(lx\  —  Apollomus    possédait   une    mélhode   de   re- 


(')  Cest  ainsi  qu'ARCHiMEDE  a  dúmontré  qno  le  centre  do  gravite  du 
scfrment  parabolique  coujte  le  diamètre  dane  la  niênie  proportion,  ce  qui 
régulicrenient  demanderait  la  eonsidération  de  rintógrale  fx^dx. 
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cherche  des  niaxiina,  qiii  parail  reposcr  sur  la  ronsidéiation  de 
deux  valcurs  égales  de  la  fonction  et  lidée  de  faire  raji[)r()('her 
indérmimeiít  l'iine  de  Tautie  les  deux  variables  correspondanles, 
inétliode  qui  serait  alois  eelle  de  Dfscartks, 

11  (aut  venir  jusqu';i  Ohesmk  pour  voir  un  pcríectionnenient 
de  la  théoric  de  riiifini:  il  conçoit  le  niode  de  géiiéralion  des 
eourbes  eoinme  lieux  de  rextréinité  de  l'oidonnée,  laquelle 
varie  (rune  nianière  eonlinue  suivant  une  loi  (jui  caractérise  la 
eourbe.  II  indi([ue  en  outie  la  condilion  du  niaxinuini  lelalive- 
nieiiL  a  la  vaiialiou  de  la  croisvsance  de  l'ordoiinée  de  la  eourbe. 

Enfin  Kkpi.er  vint,  qui  aíFranchit  le  calcul  de  rinfini  de  la 
lourde  médiode  d'exliausUon,  Aussi,  dès  ce  nionient  piil-il  dé- 
finitiveinent  son  essor  par  suite  des  iravaux  de  Cavai.ieri. 
Kepler,  suivi  par  Cavalieiu,  Fermat,  Torriceuj  et  Wallis,  adniet- 
lait,  pour  siniplifier,  Texistence  acluelie  de  rinfiiiinient  pelit, 
hypodièse  qui,  avec  quelques  précautions,  peut  ne  pas  olTrir 
de  grands  inconvénients,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  d'infiniment 
petits  du  preniier  ordre.  Plus  cireonspects,  Descartes,  et  après 
lui  Houerval,   HcYGEiNs   et  Pascal,   n'ont  recours   qu'aux   limites. 

Neper,  le  preniier,  a  considere  une  fonction  transcendante 
abstraite,  le  logaridinie,  et  a  determine  sa  diflérentielie. 

A  Descartes  et  Fermat  paraissent  dues  la  quatirature,  la  tan- 
gente, le  centre  de  gravite  et  la  cubatui'e  du  solide  de  révolu- 
lion  de  la  parabole  r/  =  íc",  ce  qui  léuni.isait,  pour  la  piemiòre 
fois,  les  deux  branclies  élémentaires  du  calcul  infinitesimal  (*). 
Descartes  et  Dereac.ne  en  ont  monlré  une  nouvelle,  celle  des 
équations  diílérentielles, 

A  Fermai,  on  doit  la  découverte  de  surfaces  s'étendant  indé- 
finiment,  bien  qu'ayant  une  surface  finie  (la  eourbe  ?/a;"=l), 
mais  c'est  Toruiceut  qui  a  fait  connaitie  la  première  figure  de 
ce  genre,  le  solide  de  révolution  produit  par  un  hyperbole 
tournant  autour  de  son  asymptote. 

L'expression  de  la  quadrature  de  la  parabole  y  =  íc"  est  en 
défaut  pour  w  =  —  I;  G.  de  S/  Vi^ce^t  a  ti'ouvé  que,  dans  ce 
cas,  celte  expr-ession  est  un  logaritlinie.  II  convient  de  signaler 
sa  manière  de  voir  au  sujet  de  linfini:  «ducantur  infinitse  (hoc 
est  quot  cunque)  asquidistanles,  .  .  .»,  ce  qui  revient  à  dire  que 
Tinfininjenl  petit  est  une  grandeur  variable. 

Wali.is  a  considere  une  intégrale  déíinie  comnie  une  nouvelle 
n)anière  d'exprimer  une  fonction. 


(')  Cos  resultais  ont  paru,  poin*  la  première  fois  dans  la  préface  de 
ropuscule  de  Mersknne,  Nonvdf.es  ]>ciisces  deGalilée  (1639),  oíi  il  repi*oduit 
une  comniuuicatiou  de  Descartes  (Lclrc  de  Deacartes,  ii,  p.  o8Gj. 
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HuDDE  a  indique  une  règle  pour  la  délermination  des  expres- 
sions   se  préscnlant  sous   la  íornie  —   el   d'autres    régies    pour 

rinvention  des  máxima  des  fonclions  impliciles. 

Pascal  a  imagine  les  infiniment  pelits  des  oi"dres  supérieurs, 
l'intégration  par  parlies,  les  inlégrales  mulliples  et  énoncé  les 
deux  lliéorèmes  suivants,  bases  du  calcui  infinitesimal :  on  peul 
négliger  un  infiniment  petit  en  présence  d'un  infiniment  pelit  dun 
ordre  inféíieu?',  el  /a  valeu?'  d'une  intégrale  ne  change  pas  quelle  que 
soit  la  loi  des  accioisseme7its  de  la  vaiiable,  pourvu  que  leurs  lap- 
ports  tendenl  simullanément  vers  1'unilc. 

C'est  peu  après  que  Newton  et  Leibmz  entrenl  dans  la  carrière 
et  donnent  enfin  la  théorie  si  longlemps  pressentie.  Pour  eux, 
les  calcuis  difíérentiel  et  integral  sont  simplement  deux  cas  três 
parliculiers  des  opéralions  qu'on  peut  se  pjoposer  sur  les  rela- 
tions  existant  entre  les  infiniment  petils. 

Newton  represente  cinématiquement  la  diflérentielle  par  lac- 
croissement  infinitesimal  de  Tordonnée  d'une  courbe,  la  diffé- 
rentielle  seconde  par  la  viiesse  de  cet  accroissement,  etc.  11 
était  arrivé  a  cette  bierarchisation  des  infiniment  petits  par  la 
considérations  des  séries. 

Leibmz  considere  les  infiniment  petits  comme  les  limites  des 
diíTérences  première,  seconde,  etc,  quand  les  accroissements 
successifs  tendent  vers  zéi'o.  Lidée  de  dérivée  est  bien  pliis 
elaire,  parce.  qu'elle  s'applique  h  quelque  chose  d'eírectif  et  de 
fini,  et  par  conséquent  de  tangible;  mais  les  dénominations  de 
diííérentielles  première,  seconde,  etc,  ont  le  grand  avantage 
de  rappeler  leur  origine,  el  il  ne  saurait  y  avoir  de  diflicuité 
réelle  a  les  employer  si,  —  selon  le  conseil  de  Pascal  de  «subs- 
tituer  toujours  menlalemenl  la  définition  au  defini,» — on  se 
rappelle  que  tout  infiniment  petit  est  une  grandeur  essentielle- 
nient  vaiiable  et  lendant  vers  zero,  et  quil  n'intervient  dans  le 
calcui  que  comme  symbole  ])rovisoire:  dx  ne  signifie  absolument 
rien  pris  isolémenl,  mais  adx  =  bdy  -\-  cdz,  par  exemple,  veut 
dire  que  y'  et  z'  étant  des  derivées  de  y  et  de  z  par  rapport 
à  £c,  on  a  by'  -\-  cz^  =  a.  Rien  n'empéche  donc  d'opérer  sur 
Téquation  symbolique  adx  =  bdy  -^  cdz,  qu'on  ])eut  du  reste, — 
mais  sans  grande  utilité,  —  considérer  comme  indiquant  une 
relation  approcbée  entre  des  valeurs  correspondanles  três  pe- 
tites  de  £c,  de  y  et  de  z. 
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NOTE  11.  —  Siir  (livers  modes  de  caleul 
dcs  exprcssions  Jx^dx  et  (/{x'') 

Comir.e  cela  a  été  dit  plus  haut,  Archimede  a  étabJi  la  nolion 
d'inlégrale  et,  par  le  caleul  de  celles  des  expressions  xdx,  ícVíc, 
monlré  coniment  on  pourrail  en  general  trouver  la  valeur  de 
J x"(/x.  II  s'appuie  sur  le  caleul  de  So?  et  S-;  Texpression  de 
Síc^  étant  aisée  à  délerminer,  peut-èlre  a-t-il  connu  ég-aleinent 
fx^dx. 

Descartes  (1637)  le  preinier  a  fait  mejition  d'une  quadralure 
générale  des  courbes :  il  avance  que  Téqualion  d'une  courbe 
pennet  le  plus  souvent  d'en  évaluer  Taire ;  il  eiUeudait  proba- 
blenient  par  l;i  la  quadrature  des  courbes  de  la  íornie  ?/ =  ax'* 
et  en  general  y  =  aa?"  -)-  òxP  +  .  .  . 

II  a  été  dit,  dans  la  note  i,-  que  ce  sont  Descartes  et  Termat 
qui,  les  premieis,  ont  sigiialé,  en  1636,  la  formule 

(1)  fx''(/x=    ' 


71+1 


On  ne  connait  pas  la  démonstration  de  Descartes.  Fermat  s'ap- 
puyait,  peut-on  croire  sur  la  sommalion  des  nombres  íigurés, 
ou,  ce  qui  revient  au  mème,  sur  les  formules  suivantes  qui  s'en 
déduisent : 


].2.3...n+2.3...(n+l)+...-f(/í-.+  l).../íJÍ-"+^)-^^+') 


(2) 


1.2.3...7i  +  2.3...(n+I)+.;.+/i-...(^-  +  7i-l)  = 


71+ 1 

k...(k-{-n) 


71+1 

d'oi!i 

1  \  |«4-9«+  +/•«  1 


k  71+1  /{•«+!  ^71+1 

formule  énoncée  pour  la  première  fois  par  Roberval  et  d'oú  on 
tire: 

,,.  y  1M-.    ..+A-«  1 

(4)  hm— r— p-i = 

ce  qui  conduit  facilement  \\  (I), 

La  formule  (4)  a  été  publiée  en  1639  par  Cavalieri;  il  en  a 
fait  connaitra  en  1647  une  démonstration  insuffisante,  qu'il  te- 
nait  de  Fermat.   Waixis  Ta  vérifiée  par  induction,  et  peu  après, 
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Pascal  Ta  démontrée  rigoureusement  a  Taide  de  la  formule  de 
somniation  des  pulssances  de  nombres  en  progression  arithmé- 
tique. 

Feumat  a  trouvé  une  aulre  voie  pour  la  quadrature  de  la  pa- 
rabole  y'^  =  xP\  elle  consiste  a  considérer  des  abscisses  crois- 
sant  en  progression  géométrique:  !es  trapèzes  formes  par  les 
ordonnées  correspondantes  forment  également  une  progression 
géométrique  dont  la  somme,  aisée  à  déterminer,  donne  á  la 
limite  Taire  de  la  courbe. 

La  construction  de  la  tangente  a  la  parabole  y'^  =  xP  était 
connue  de  Descartes  et  de  Fermat  dès  1636;  ce  dernier  se  ser- 
vail  certainement  de  sa  métbode  de  maximis,  analogue  au  calcul 
diflférentiel. 

La  première  démonstralion  de  celte  importante  construction 
a  été  donnée  par  Ricci  (Ex.  geom.  1666)  d'une  manière  extrè- 
niement  ingéiiieuse  qui  revient  a  ceei.  La  somme  u  +  v  étant 
constante,  l' expression  u''\''  est  maximum  si  les  variahles  u  et  v  sonl 
en  même  proportion  que  les  exposants  h  et  k.  En  eííet  soit 


afb3':>{a±x)f{b^x)S\ 

ay 
il  viendra,  en  cbangeant  x  en 


(_b_y       /     a  +  b     \f+.g       /a-}-ò:fy\f+3 
[b^yj   ^[a-^bZfyJ       ^[     «  +  &     )      ' 
ou 

b3  («  +  by+9  y{b-^y)9{a-\-b±  y)f+9. 

Si  donc  le  tbéorème  est  vrai  pour  les  exposants  f  et  g  W  IVst 
pour  les  exposants  g  et  g^f\  or  il  Test  pour  les  exposants 
i  et  1  (tbéorème  dMMJCuuE),  il  Test  donc  pour  les  exposants 
1  et  2  (tbéorème  d'Ei)TOcius),  et  a.  de  s.  Par  des  combinaisons 
convenables  des  exposants,  on  trouvera  qu'il  est  vrai  en  ge- 
neral. 

Maintenant,  par  le  point  (a,  b)  de  la  courbe  x^yi  =  1,  faisons 
passer  la  droite  Y  —  b  —  a(a  —  x),  le  coefficient  angulaire  a  étant 
à  déterminer.  Pour  que  celte  droite  soit  tangente,  il  íaut  et  il 
suffit  que  partout  ailleurs  son  ordonnée  Y  soit  plus  petite  que 

Y 

l'ordonnée  y  de  la  courbe,  ce  qui  demande  que  Texpression  — 

Y9  y 

passe  par  un  maximum  pour  x=^a.  Or  le  maximum  de — =Y9xP 

a  lieu  en  mème  temps  que  cclui   de  \i(axy,    c.   a.   d.    quand 
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on  a 

Y       ax 


H        P 

puisque  la  sonime  Y -\- ax  est  constante,  Le  maximuin  a  donc 
lieu  quand  on  a  pY  =  q(xx:  faisons  donc  x  =  n  et  par  suite  Y  =  ò, 
on  aura : 

P^        ,,  P 

a  =  - — ,     dou     a?  =  ^-a — a 
qa  q 

pour  Tabscisse  du  pied  de  la  tangente,  ou  Y=0.  Donc  la  sous- 
tangente  est  c/ivisíe  par  l' origine  (O,  0)  de  ia  courbe  en  propor tion 
constante. 

La  quadrature  de  la  courbe  se  lire  aiséinent  d'àprès  Ricci, 
de  la  connaissance  de  celte  dernière  propriété,  En  eííet,  par 
deux  points  voisins  de  la  courbe,  menons  deux  tangentes  et  deux 
ordonnées;  le  li'iangle  des  premières  será  en  proportion  donnée 
avec  le  trapeze  des  secondes,  d'oú  il  suil  que  Taire  du  segnient 
est  en  proportion  donnée  avec  Paire  balayée  par  la  tangente, 

Sluze  a  donné,  en  1673,  une  mélbode  des  tangentes  fondée 
sur  la  relation 

oiíl  rplX 

(5)  =  i;«-l  +  íri;«-2  4- .  ,  , 

^  V  —  X 

qui  donne  immédiatement  la  valeur  de  la  dérivée  de  íc"  en 
cbangeant  v  en  x^h  et  faisant  lendré  h  vers  zero,  ce  qui  donne 

(6)  Da;"  =  7iíB"-i. 

Leibniz  a  le  premier  niontré,  et  Newton  démontré  par  rexamen 
de  Ia  diíTerenticlle  du  rectangle  xy,  qu'on  a 

(1)  d  {xy)  =  {x  +  dx)  (y  +  dy)  —  xy  =  xdy  +  ydx 

à  un  infiniment  petit  du  second  ordre  prés,  et  de  la 

d  (xyz)  =  xydz  +  yzdx  +  zxdy 
et  a.  de  s.  d'oú 

(8)  d  {x»)  =  nx''-U/x 

et  si  x'^  =  yi\  nx'^~'^  dx  =  pyV~'^  dy,  ce  qui  donne  encore 

N 

m  (  -\  n     --1 

^  ^  d\xP )--=dy^  —  xP      dx. 
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Le  marquis  de  THospitai,  a  démontré  la  formule  (6)  en 
1704,  en  développant  par  la  formule  du  binome,  Texpression 

{x-\-hY  —  x^ 

h  * 

Mac  Laurin  (1742)  a  rendu  cette  démonstration  plus  rigou- 
reuse  en  partant  de  la  relation 

jiH    __„  /yiW 

(10)  ??i)«-i> >íiíc«-*         {v>x) 

V  —  X 

tirée  de  (5).  Cette  relation  (IO)  a  elle-méme  été  étendue  par 
Cauciiy  au  cas  de  n  quelcon(jue(*).  II  a  également  montré  com- 
ment  de  (10)  on  déduit  la  lelation  (3)  en  faisant  dans  celle-ci 
v  =  x-\-\  puis  successivement  íc=1,  2,  3,  ...  k — 1  et  addi- 
tionnant. 

On  peut  aussi  citer  celle  démonstration,  due  à  Boccharlat, 
de  la  formule  (6)  pour  le  cas  de  n  fractionnaire :  changeons 
dans  (5)  v  cl  x  en  ^x-^rh  et  }/x\  il  viendra: 

,.     (x-\'h)P—xP       ,.     (x-]  A)^+...      nocT      n    --i  „, 

hm  ^ -. =  hm  ^^ — -. = ■  =  —  cc^      (2). 

h  tz}i  P-^      p  ^  ' 

(a?  +  A)  í*  +...     \yxv 


(1)  Cette  généralisation  peat  se  démontrer  de  plusieurs  façons.  Voir 
Prog.  mat.  1900,  p.  40G,  Rouse  Ball,  Recr.  math.  1909,  t.  iii,  p.  175. 

(^)  L'analyse  suivante  réunit  les  deux  problèmes  du  trace  de  la  tangente 
et  de  la  quadrature  de  la  courbe  y  =  x". 

Lemmes.  I.  Appelons  tangente  à  une  courbe  au  point  (x,  y)  la  position 
limite,  —  si  elle  existe  —  vers  laquelle  tend  la  droite  qui  joint  ce  point  au 
point  (rK  +  Ax,  y-\~\y),  à  mesure  que  \x  et  \y  tendeut  simultanément  vers 
zero;  et  sous-tangente  la  partie  t  de  Taxe  des  x  comprise  entre  cette  tan- 
gente et  Tordonnée  du  point  considere  On  a: 

{rj)  t  =  Um  ^~ 

\y 

ce  que  poiír  ahreger,  on  écrira  aiusi : 

II.  Si  le  symbole  lydx  appelé  integrale  de  ydx,  represente  la  surface 

comprise  entre  la  courbe  plane  y  =  F  (x),  Taxe  des  x  et  les  ordonnées 
y  =  F  (a),  y  =  F(b)\  entre  les  intégrales  correspondantes  aux  axes  des  x 
et  des  ?/,  on  a  la  relation 

("O  /  ydx  =  xy  —  f  xdy. 

III.  Soient  deux  courbes  telles  que  pour  lu  même  abscisse,  les  ordon- 
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nées  soient  liées  par  la  relation  y^  —  ícy;  on  aura  eutre  les  soua-tangentes 
t,  íj  et  les  aires  A,  A^  les  suivantes 

xy^x       ,,      y^x         X 
ti  z^  lim-r-~ — -  =  hm- 


A  {X7j)  ^y  y^x 

ou  abréviativement 

et 

(í)  Al  =^  f  yidx  =  f  xyãx  =  /  xdK  =  Áx  —  /  Adx. 


x~ 


Application.  Soit  la  droite  y  =  x\  il  viendra  <  =  íc,  A^^,  d'oú 

X  x^ 


7/,  =  a;?,     ^1  =  -^-,    Ai  =  -^-, 


et  de  même 

./»  =  ^3       /„  =  ^        A„^ 

4 


i/2  =  a;3,     Í2  =  -õ-,     A2  =  -p; 


2/„_i  =  X",      í„_i  =  — ,      A„_l  : 


n  n-\-l 


SOBRE  O  FOLIUM  DE  DESCARTES  E  A  CONSTRUCÇAO 
DE  UMA  CLASSE  DE  CUBICAS  UNICURSAES 


POR 


F.  Gomes  Teixeira 


1.  Um  dos  metliodos  dados  por  Retali  no  Inlennédiaire  des 
malhtmaticiens  (1910,  p.  16)  para  construir  o  foliam  de  Descartes 
pode  ser  extendido  a  uma  classe  geral  de  cubicas,  como  se  vae 
vèr. 

Tomemos  a   ellipse  representada  pela   equação 


K 

yp/ 

Y 

\ 

H 
C 

B 

/      /o  / 

0               ^ 

._- — "] 

A 

X 

D 

■í^-— ■       MnT 



^ 

bitrario    P    da 
equação  é 


Cf         V- 


e  pelo  vértice  A,  cujas 
coordenadas  são  («,  0), 
tracemos  a  tangente  AH 
a  esta  curva.  Pelo  ponto 
B,  cujas  coordenadas 
são  ( — In,  0),  tracemos 
uma  recta  BK  parallela 
a  AH,  e  pelo  ponto  ar- 
mesma    curva    tracemos    a    sua    tangente,    cuja 


(aj,  y)  designando  as  coordenadas  do  ponto  P.  Esta  tangente 
corta  as  rectas  AH  e  BK  respectivamente  nos  pontos  C  e  D. 
Tracemos  cm  seguida  pelo  ponto  G  do  eixo  das  abscissas  e 
pelo  ponto  C  a  recta  GC  e  ])el()  vértice  A  e  pelo  ponto  D  a 
recta  AD,  e  designemos  por  M  o  ponto  de  intersecção  d'estas 
rectas. 


187 


Posto   isto,   procuremos   o  logar   que   descreve   o  ponto  M, 
quando  a  tangente  DC  varia. 

As  coordenadas  dos  pontos  C  c  D  são  respectivamente 


—  2í 
17/        /         \  aij 

e  portanto,  (—c,  0)  sendo  as  coordenadas  do  ponto  G,  as  equa- 
ções das.  rectas  GG  e  AD  são  respectivamente 

a  {a  -f  c)  yY  +  ò-x  (X  +  c)  =  aO-  (X  +  c) , 
3fl2?/Y  +  2^%  (X  -  a)  =  -  «^-2  (X  -  «). 

Eliminando  x  e  y  enti'e  estas  equações  e  a  da  ellipse,  obtem-se 
a  equação  da  curva  procurada: 

Y2j[(«  +  c-)(X-«)  +  3«(X  +  .)]2-[2(r.  +  .)(X-a)-3r.(X  +  r)]2j 
+  9/5'2(X-«)2(X  +  c)-2  =  0, 

ou,  transportando  a  origem  das  coordenadas  ao  ponto  G, 

Y2  j  [(«  +  c)  (X  -  a  -  r)  +  3aX]2  _  [2  (a  +  c)  (Y  -  «  -  c)  -  3«X]2  | 

+  9ô2(x  — a  — c)2X2:==0. 

Mas  esta  equação  desdobra-se  na  seguinte  : 

X  =  a  +  (?, 

que  representa  a  tangente  á  ellipse  no  ponto  A  e  nesta  outra: 

X  [9^2x2  +  3  (,,  ^c){ha-c)  Y2] 

+  3  (a  +  c)  [{a  +  c)2Y2  -  3^2x2]  =.  Q, 


(í) 


que  representa  uma  cubica  unicursal. 

Do  mesmo  modo,  partindo  da  equação  da  hyperbole 

obtem-se  a  equação 

l      X  [3  (a  +  c)  (5a  -c)  Y2  —  9^2x2] 

(9)  L      \  V  /  J 

1+ 3  (a  +  f)  [(« -f  c)2Y2  +  3^2x2j  =.  0. 
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.    2.  Pode-se  construir  por  este  methodo  todas  as  curvas  de- 
finidas pela  equação 

(3)  X(X2  +  KY2)-f  LY2  +  MX2  =  0. 

Pondo  com  cíTeito 


3^2  '  ^      3^» 


vem 


, , ,  M  (MK  -  L)  M  (MK  ^-  5L)       , ,      _  M^ 

^  ^  6L         '  6L  '  +  3L 

Se  M  e  L  tèem  sig^naes  contrários,  deve-se  empregar  na  ultima 
egualdade  o  signal  superior,  e  a  cónica  por  meio  da  qual  se 
faz  a  construcção  da  curva  (3)  é  a  ellipse.  Se  M  e  L  tèem  o 
mesmo  signal,  deve-se  empregar  na  mesma  egualdade  o  signal 
inferior,  e  faz-se  a  construcção  da  curva  (3)  por  meio  da  hvper- 
bole. 

3.  Appliquemos  esta  doutrina  a  alguns  casos  particulares. 

I.  Pondo  em  (1) 

i^  =  -—«2,     c  =  -—  a, 

4  2 

obtem-se  a  equação 

2  (X2  +  3Y2)  X  -f  3fl  (Y2  -  X^)  =  O, 

que  é  a  do  folium  de  Descartes  (').  Neste  caso  G  coincide  com 
o  foco  da  ellipse,  e  temos  a  construcção  d'aquella  curva  dada 
por  Retali,  acima  mencionada. 

II.  Se  K=  I,  a  equação  (3)  representa  uma  cubica  circular.  A 
construcção  exposta  é  pois  applicavel  a  todas  as  cubicas  cir- 
culares unicursaes  que  tèem  um  eixo  de  symetria,  isto  é,  ás 
concoides  de  Sluse  (^). 

Em  particular,  pondo  em  (3) 

K=l,     M  =  — L 


(1)  Gomes  Teixeira,  Traité  des  covrbes  spéciales  remarquables  (t.  i,  p.  85)> 

(2)  L.  c,  p.  26. 
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e  empregando  em  (í)  o  signal  superior,  vem 

e  porlanlo 

X(X2  +  Y2)  =  M(Y*-X2). 

Po(ie-se  pois  coiisii-uir  a  slrophoide  recla  pelo  melliodo  con- 
siderado, empregando  uma  ellipse. 
Do  mesmo  modo,  pondo  em  (3) 

K=l,     M  =  — 3L, 

oblem-se,  empregando  em  (4)  o  signal  superior, 

6  portanto 

X  íX2  +  Y2)  =  L  (3X2  _  Y-2). 

A  triseclriz  de  Maclaurin  (^)  pode  pois  ser  conslruida  pelo 
methodo  considerado,  empregando  uma  ellipse. 

4.  A  doutrina  precedente  é  ainda  generalisavel.  Podemos 
suppor  que  OA  é  um  semi-diametro  de  ellipse  ou  hyperbole, 
2«  designando  o  compiimenlo  d'este  diametio,  2^  o  do  diâ- 
metro conjugado,  e  B  e  G  pontos  do  piimeiro  diâmetro.  A 
analyse  exposta  no  n."  1  subsiste  com  eíleito  neste  caso,  assim 
como  as  equações  (I)  e  (2),  i-eferidas  agora  a  eixos  obliquos. 
Em  particular  esta  doutrina  é  applicavel  á  cubica  que  designámos 
pelo  nome  de  folium  obliquo  no  nosso  Traké  des  courbes  (t.  i, 
p.  95). 


(1)  L,  c,  p.  58, 
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SUR  LES  SYSTÈIVIES  LINÉAIRES, 

A  DEUX  INCONNUES, 

ADIYIETTANT  UNE  INTÉGRALE  QUADRATIQUE 


PAR 


M.  T.  Levi-Civita 

Professeur  à  lUniveráité  de  Padoue 


1.  Indicatiotu  préliminaires  —  Resume  <lu  numoire. 
Soit  à  iiitégrer  le  syslème  différentiel 

(1)  ; 

dy 

dl  i        ^' 

oii  les  coefficienls  a  désignent  des  fonctions  quelcoiiques  de  la 
variable  indépendantc  l  (finies  et  conlinues  mr  toules  les  va- 
leurs  de  t  qu'il  y  a  lieu  d'envisager). 

Siipposons  qii'on  en  connaisse  une  intégrale  quadratique 

(2)  /■(ic,?/)=-Aíc2  +  2Baj?/  +  C?/2==const, 

A,  B,  C  étanl  égalenicnt  des  fonctions  de  l  (qui  se  comportent 
conime  les  a). 

II  est  bien  clair  qu'on  pourrait  jjiofiter  de  rinlégrale  pour 
éliniiner  une  des  inconnues:  ceei  baisse  Tordre  d'une  unité,  et 
il  reste  une  équation  unique  du  premier  ordre  (non  plus  linéaire, 
en  general).  Õn  constate  toutefois  que  la  réduction  est  plus  pro- 
fonde,    puisque   le    problènie   se   raniène   aux    quadratures  (*). 


(')  Cette  remarque  se  rattaclie  évuli'inment  aux  recherches  de  M.  M.  Pr- 
CAKD  et  Vessiot.  La  déduction  directu  rcussit  toutefois  immédiate,  tandia 
VoL.  VII  — N,°  á  1 
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Voilà  le  resultai  que  je  vais  établir.  En  considérant  plus  de  prés 
le  chaiDp  réel,  j'en  lirerai  un  corollaire  se  rapporlant  à  la  sta- 
bililé  de  Ia  solution  parliculière  íc  =  0,  y=()  [du  sysiènie  donné 
(1)].  U  esl  bien  connu  que,  si  la  forme /' est  définie,  la  dite  so- 
lution est  slable  (*j.  Le  cas  d'uiie  forme  indéfinie  ne  se  laisse 
pas  traucher,  (Vaprès  les  ihéories  géuérales,  par  la  simple  ins- 
pcction  des  données.  Ainsi  par  exemple,  si  les  coefticieuts  a 
sont  périodiques,  Tapplicalions  des  méthodes  (désormais) 
usuelles  exig-erait  le  calcul  préalable  des  exposants  caractéris- 
tiques,  lesquels  — on  le  sail  bien — dépendent  des  coefficients 
d'une  manière  fonclionnclle  Irès  compliquée. 

lei  toutefois  — voiei  le  corollaire —  le  crilère  de  slabilité  est 
fourni  par  une  c(íitaii\e  valeui"  moyenne  se  déduisanl  direete- 
meiít  des  domiées  de  la  queslion  (les  coefficienls  a  de  (1)  et 
A,  B,  C  de  rinlégrale  quadiatique).  Cest  une  conséquence  im- 
médiate  de  rintégrabililé  par  quadratures.  Quoi  qu'il  en  soit  le 
crilère  dont  il  s'agit  peut  lendre  des  services  dans  Tétude  des 
mouvements  stalionnaires.  M."''  C.  Su.vestri  vient  d'en  donner  un 
exemple  inléiessanl('^)  se  rapporlanl  au  cas  de  M.""^  Kowalkvsky. 


2-    Cané  parfait. 
Si  le  discriminant 


(3) 


D  =  AC-B2 


de  la  forme  f  s'annule  quelque  soil  t,  la  forme  f  elle  même  est 
un   carré  parfait.   On  connait  par  conséquent  une  inlégrale  li- 


que,  pour  s"cn  tenir  aux  théories  rationnelles  d'mtégration,  il  faudrait  des 
passages,  simples  en  concept,  mais  iie  conduisant  pas  rapideineut  au  calcul 
eíFectif.  On  raisonnerait  comme  il  suit:  Puisqu'il  existe  une  intégrale  qua- 
dratique,  le  groupe  des  transforma tions  du  systeme  (1)  será  à  deux  para- 
mètres  au  pliis.  Cest  assez  pour  que  le  système  (1)  —de  même  qu'une 
équation  unique  du  second  ordre  —  puisse  s'intógrer  par  quadratures.  Voir 
notamment  Pxcaud,  Traiié  cCanalyse,  t.  3  (seconde  éditiou),  chap.  xvii, 
n.o^  28-2ít,  pp.  576-581. 

On  reconuaitra  également  que  les  considévatious  complémentaires  des 
n.°^  7-9  se  rattachent  à  la  transformation  des  équations  ditiéreutielles  li- 
néaires  et  à  leurs  invariants,  miis  sortcut  du  cadie  spécialement  euvisagé 
par  Briosciu,  Halphkn,  etc  ,  et,  tout  récemment,  par  M.  Wilczynski. 

(1)  Yoir  par  exemple:  A.  Ltapounoff,  Frobleme  genérale  de  la  stabilité 
du  mouvemeid,  Aunales  de  la  Faculte  des  sciences  de  Toulouse,  2^  série, 
t:  IX,  1*JU7,  p.  259.  II  suffit  d'ailleurs,  ainsi  que  le  fait  remarquer  cet  auteur, 
d'appliquer  à  rintégrale/=  const.  le  raisonnement  classique  de  Dirichlet 
pour  dómontrer  le  thcorrme  de  Lagrange  sur  la  stabilité  de  Têquilibre. 

(-)  Dans  sa  tlièse,  dont  un  cxtrait  vient  de  paraitie  dans  les  Rendiconti 
delia  K.  Accadeuiia  dei  Liucei.  (Vol.  xxi,  1912  et  xxii,  1913). 
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ntaire,  //"=  oonst.,  dii  systèine  (1)  et  son  intégration  s'achève 
par  quadratures.   En  eíTet,  dès  qu'on   reinplaoe  une  des  incon- 

nues,  soit  y,  pars  a  valeur  tirée  de  v/"=const,,  — -  dcvient 
égale  ;i  une  fonction  linéaiie  de  x.  ' 

3.    Cas  génívíã  (tune  intígrale  iniduclible. 

Supposons  mainlenant  (jue  D  ne  soit  pas  identiquement  nul, 
et  plaçons-nous  dans  un  domaine  (de  la  variable  independente  t\ 
oú  D  :^  0.  On  peut  poser 

/"=  u  •  V, 

les  deux  facteurs  u  el  v  étant  linéaires  en  x,  ?/,  réeis  ou  imagi- 
naires  suivant  les  cas,  mais  certaineinent  distincts  (à  cause  de 
rinégaiité  Ds^O).  Nous  indiquerons  bientòt  comnient  il  con- 
vient  de  préciser  la  définition  des  u,  v.  En  attendant  il  nous 
suffit  de  remarquei'  que  ce  sont  deux  combinaisons  linéaires 
distinctes  de  x,  y,  et  qu'il  y  a  lieu  de  les  préndre  comme  fon- 
clions  inconnues  dans  le  syslème  (í),  à  la  place  de  x,  y. 

Le  système  transforme  en  w,  v  reste  évidemnient  linéaire,  et 
s'écrira 

~j-  =  h\\u-\-hi^<iV, 

m  :  ^^^ 

les  ò  étant  des  foncllons  de  t,  qui  dépendent  a  la  fois  des  a  et 
des  coefficients  de  la  substitution  linéaire  reliant  u,  v  h  x,  y. 

Ceei  pose,  tout  se  réduit  à  expriíner  que  le  système  (4)  admet 
Tintégrale  bilinéaire  [transformée  de  (2)] 

uv  =  const. 

r  ,.    .  ,  .  ^  d(uv)  .  ,, 

La  condilion  necessan'e  et  sumsante  est  que  — ; — -  soit  nulle 

^  dt 

pour  toute  solution  de  (4),  ce  qui  exige  qu'on  ait  (identiquement 

en  u,  v) 

u  {b-iiU -\- bi-iv)  -\-v  {bi\u^bi->,v)  =  O, 
d 'ou 

^21=0,       ^12  =  0,       ^11+^22  =  0. 

Le  syslème  transforme  en  u,  v  a(.  (piiert  clone  nécessairement  la 
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forme  réduile 

(5) 

du 

en  désigiiaiit  par  -  la  valeur  comniune  de  ^n,  — h'i=>,. 

II  en  résulle  loul  de  suite  que  IMntégralion  sachève  par  une 
quadrai ure.  On  a  en  eííet 

(5')  u  =  u^e-l''^^,     V  =  VQe-J'''^K 

1/q,  Vq  élant  des  constantes. 

4.    Crithe  tUinenlaire  pour  expliciler  le  changement  des  incon- 
nues:  il  y  a  lieu  de  s'en  servir  dès  que  A  (ou  C)  7ie  <i  annule  pas. 

Pour  déconiposer  f  en  deux  facteurs  linéaires,  on  peut  eni- 
ployer  la  méthode  élénienlaire  suivanle. 

Si  A  et  C  ne  s'annulent   a   la  fois,   soil  par  exemple  A-n^rrO 
On  considere  alors  Téquation  du  second  dégré 

(6)  2^  +  2-?-. +  -^  =  0. 

et  on  en  appelle  zi,  z-i  Ics   deux    racines    (nécessairement   dis- 
tinctes,  d'après  D::?írO),  L'identité 

f=  Ax^  +  2Ba?!/  -f  C?/*  =  A  (íc  —  zip)  {x  —  z^y) 

montre  qu'en  posanl 


tó=  \/  A{x  —  z\y), 
on  a  juslement 


(  V  =  V  A  {x  —  z±y). 


f=u-v. 

Dérivons  logarithmiquement  les  (7)  en  désignant,  pour  abréger 

1  ecnture,  -y-  par  un  pomt  superpose. 

II  vient 

u        l   A       x  —  z\y  —  z\y 

u       2  A  X  —  z\y 

V  IA       X  —  z-iy  —  Z'2  y 

V  2  A  x  —  z^y 


líiT 
d'oLi,  d'après  (I), 

u       2   \  ,  X  —  ziy 

V  ^     ^     I      (^ii — 5!ia-2l)íC  —  ( — «12 +Z2ff"22  +  2-2)  2/ 

V  2    A  X-  —  22?/ 

Cemme  u,  v  doivent  salisfaire  à  (5),  les  preniiers  meinbres  se 
réduisent  à  t,  — ~  respectivenient,  et  après  cela  (toute  dérivée 
étant  dispariie)  011  a  aílaire  à  des  idenlités  par  rapport  n  cc,  y. 
Oii  en  lire  les  relations 

'    ^^    , 

X  =  y-^  +  ail— ZlíZ-il, 

«1  («II— Zl«'-2l)  =  — «l'2  +  Zl«22+2:ii 

1      Á 

—  t  =  —  —  +  «H  — '2;á«il , 

22(«ll  —  Z2«2l)  =  —  «12  +  22«"22  +  22- 

En  retranchant  la  troisième  de  la  preniière,  il  vient 

2x=(Z2 — á;i)«2l, 

et  par  suite,  en  se  rappelant  que  zi,  23  sont  les  racines  de  (6), 
(9)  t  =  ^«2,: 

le  radical  n'est  determine  —  cela  va  sans  dire  —  qu'au  signe 
prés;  il  doit  bien  en  èlre  ainsi,  puisque  rien  ne  distingue  en 
concept  u  de  v.  On  remarquera  d'ailleurs  qu'il  existe,  à  còté 
de  (9),  une  infinité  d'autres  déterniinations  possibles  de  ~.  Cela 
tient  h  ce  que  le  couple  u,  i>  n'est  pas  univoquement  defini  par 
la  condition  f^=^uv.  Tout  couple  qui  la  remplit  peut  ètre  rem- 

placé  par  Xw,  v-,  X.  étant  une  fonction  quelconque  de  t,  assu- 

jettie  à  la  seule  condition  de  ne  pas  s'annuler.  La  valeur  (9) 
de  X  devient  en  coníormité 

-^^«2I+p 
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II  faiil  SC  soiivcnir  eii  tout  cas  fju'()n  a  supposé  dès  le  début 
A^;z^O,  ce  qui  est  loisible  —  avons  nous  dit —  cliaque  fois 
qu'un  au  nioins  des  cairés  dcs  inoonnues  figure  eflectivcment 
dans  /'.  11  seiait  aisé  d'assigner  une  expressiou  de  t,  lenanl  lieu 
de  (9),  pour  le  cas  exceplionnel  ou  A  et  C  s'annuleraienl  a  la 
fois.  Mais  cela  n'a  pas  d'intérèt  pour  nolre  but,  Nous  devrons 
compléter  la  discussion  dans  une  autre  direction.  En  attendant 
il  suffit  de  retenir:  Pour  A::;^0,  on  peul  hien  attribuer  a  x  la 
valeur  (9). 

5.  Spícificafions  se  rapportant  au  champ  ríel.  —  Cas  des  coeffi- 
cienls  périodiques.  —  Condition  de  stabilitt. 

Tout  ce  qui  precede  ne  tienl  pas  conipte  de  conditions  de 
réalité,  et  s'applique  également  dans  le  domaine  complexe. 

Je  snpposei"ai  désorniais  que  les  coefficients  de  (1)  et  de  son 
intégrale  /*  soient  des  fonclions  réelles  pour  /  réel;  et  je  ferai 
varier  l  seulement  dans  ce  champ  (de  —  oc  a  +  cc)  ayant  en  vue 
Tétude  qualitative  des  solutions  x{l),  y{l)  de  (1). 

Laissons  de  còté,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  convenu  [n.°  3], 
le  cas,  oà  le  discriminant  D  de  /  pourrait  s'annulcr  parfois 
pour  t  réel.  On  auia  alors  partout,  ou  bien  D>0  (forme  dé- 
finie),  ou  bien  D<0  (forme  indéfmie)  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  dès  que  A^^zírO,  les  considérations  du 
n.°  précédent  s'appliquent. 

Supposons  en  particulier  que  les  données  («h.  «12,  «21,  «-2-2; 
A,  B,  C)  soient  des  fonctions  périodiques  de  t,  et  qu'on  ait 
A^^írO  (pendant  une  période  entière  et  par  suite)  pour  toute 
valeur  réelle  de  t.  Les  racines  zj,  zi  de  (6)  résultent  alors  elles- 
niéme  des  fonctions  périodiques,  loujours  dislincles  et  finies. 

Comnie  la  résolulion  des  (7)  donne 


v/A(2;-2-2;i)' 
(7') 


U  —  V 


on  voit  que  ce,  y  sont  des  combinaisons  de  ;/,  v  à  coefficients 


(•)  Daus  les  applications  il  arrive  presque  toujours  que  les  intégrales 
quadratique  gardent  le  caractere  de  forme  déíinie,  ou  bien  indéfiuie,  quel 
que  soit  /.  L'eventualité  excluse  que  D  puisse  s'aunuler  a  dono  moius  dln- 
térét. 
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périodiques  finis.  D'aillciii*s  (T)  foui'iiit  Pcxjiiession  de  Tinlé- 
grale  géiiértile  des  (1),  les  deiix  constantes  crinlegralion  étant 
incluses  dans  ti,  v,  d'après  (5'). 

On  en  tire  de  suite  que,  pour  la  stabililé  de  la  solulion  par- 
ticulière  x=0,  .y=0,  il  faut  et  il  suffit  (jue  u  =  UQe-'~"'^,  v  =  VQe  -^'"^^ 
reslent  coniprises  entre  des  limites  finies,  nièmc  pour  (  gran- 
dissant  indéfininicnt,  ce  qui  eqiiivant  ii  la  condilion:  partie 
réelle  de  fx(/t  finie,  qnel  que  soit  l'intervalle  dintégration  (ti,  l-i). 
Or  X  est  une  fonction  périodique  [définie  par  (9)J.  Si  T  designe 
la  période, 


1  r'+^ 


J 

t 

est  une  constante  (valeur  moyenne  de  ~)  La  condition  ci  dessus 
revient  partant  a  ce  que  la  valeur  movenne  de  la  partie  réelle 
de  -  soit  nulle  (*j  fabsence  de  teime  séculaire  dans  le  dévelop- 
pement  en  série  de  Fourikr). 

On  a  de  Ia  sorte  le  théorème  suivant:  Condilion  nécei^saire  et 
sufjisan/e  pour  la  slabilité  [lovíque  les  coefficienís  sojit  périodiques  et 
l' on  a  toiíjours  1}  ^^  O,  A::;;^0}  c'est  que  s'annule  la  valeur  moyenne 
de  la  partie  réelle  de 

t/i:D 

II  est  il  peine  nécessaire  d'ajouter  que,  si  le  coefficient  C  ne 
traverse  jamais  la  valeur  zero,  on  pourrait  cnvisager  crune  ma- 
nière  analogue  la  valeur  moyenne  de  la  partie  réelle  de 

v/:rD 

6.  Circonstaiices  oii  il  reste  a  complcter  la  discussion.  —  La 
forme  f  n'y  peut  êlre  qu'indcfinie. 

Les  considérations  qui  précèdent  épuiseiit  le  cas  oCi  la  forme  f 
serait  définie  (D^O).  En  elTet  ni  A,  ni  C  peuvent  s'annuler  dès 
que  D  =  AC  —  B"2  doit  rester  toujours  posilif.  Pour  la  méme 
raison 

í/i:d 

7 «21 


o  Cest  classiquc.  D'aineurs  on  s'en  rend  compte  immédiatement  en 
partageaut  Tintervalle  cFintégration  (í),  t^)  en  portions  de  longueurT,  plus 
un  résidu  de  longueur  moindre  que  T. 
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est  une  quanlilé  imaginairc  puré.  Sa  parlie  léclle  est  donc  nulle, 
et  la  condilion  de  slabilité  en  reste  nécessaireinent  satisfaite. 
On  devait  h'\vn  s'y  altendre,  d'après  une  remarque  générale 
remonlant  :i  DiniciiLEX  (compare/,  n.°  1,  en  note),  qui  s'appli(píe 
à  tout  système  diíTérentiel  possédant  une  intégrale  définie. 

Ceei  pose,  il  nous  reste  à  discuter  1'éventualité  (se  rapportant 
néeessairement  à  une  forme  /"  indcfinie)  que  soit  A,  soit  C  s'an- 
nulent  pour  (juelque  valeur  de  t. 

II  va  nous  convenir  de  traiter  en  general,  par  un  procede 
diíTérent,  le  cas  d'une  forme  indéfinie.  en  développant  des  for- 
mules qui  sont  valables  sons  cette  hypothèse,  sans  reserves 
ultérieures.  Comnie  loulefois  ces  formules  seront  un  peu  nioins 
simples  que  celles  du  n.°  4,  il  y  aura  peut-ètre  avantage  h  pro- 
fiter  de  celles-lii  aulant  que  possible,  ayant  recours  à  celles-ci 
seulement  lorsqu'il  arrive  que  A  et  C  Iraversent  tous  les  deux 
quelque  zero. 

Je  m'appuyerai,  dans  le  but  indique,  sur  une  réduction  inter- 
médiaire  de  /  à  la  forme  canonique. 

On  sait  que,  si  pi,  p2  désignent  les  racines  (toujours  réelles) 
de  réquation 

A  —  p       B         I 


(10) 


=  0, 


B  C  —  p 

il  existe  une  (et  en  general  une  seule)  substitution  orlhogonale 

!c;  =  03  cos  ^  +  V  sin  í, 
yj  =  —  X  sin  o-\-  y  cos  B, 
moyennant  laquelle  on  a 

/■^pj^a  +  pg-zj^. 

Le  produit  des  racines,  pip2  =  D,  reste  toujours  <^0.  II  est  par- 
tant  permis  de  poser  pi  =  n^,  p^  =  —  v^,  jx  et  v  élant  positives, 
La  forme  canonique  de  f  est  donc 

(12)  f=i>rz'->^Y^, 

dont  la  décomposition  en  deux  facteurs, 
(13)  j-l^^  +  v^. 

ne  soulève  plus  de  diflicultés.  II  importe  de  remarquer  que  jx, 
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V  et  ^  sont,  cn  mcme  lomps  (|iic  k's  doniiées,  des  fonclions  con- 
tinues et  péri()di([ues  de  f. 

Ceei  pose,  fixons  pour  un  instant  notre  allention  sur  quelqúes 
propriétés  des  translorinations  orihof>onales,  telles  que  (11), 
appliquées  aux  systènies  difíérenliels  (I).  II  nous  será  ensuitè 
bien  aisé  de  foriner  Texpression  explicite  de  x  (dérivée  lo"-a- 
lilhniique  de  u)  en  fonction  des  coefticients  «u,  ...,  C. 

7.  Propriélís  invariantes  des  syslhnes  (1)  vis-à-vis  des  transfoi- 
malions  orthogona/es. 

Toute  subsiitution  orthogonale  tU)  transforme  naturellenient 
le  système  différentiel  (I)  dans   un  systènie  du   nièine  type  en 

1    d^ 


(14) 


^'1  s  , 


On  pourrait  former  directement  [en  dérivant  Jes  {íí),  en  rem- 

plaçant,  dans  les  seconds  niembres,  — -,  -^  par  les  valeurs  fl) 

dt     dt   ^  ■   V  /' 

et  substituant  eníin,  d'après  (II),  ^coso  — yjsiní  au  lieu  de  x, 
^ sino +  7]  cosi  au  lieu  de  ij]  les  expressions  des  a  en  fonction 

des  rt,  de  B  et  de  ^^  =  ~Tr-    Mais  il  vaut  niieux  d'éviter  lout  dé- 

veloppenient  formei  par  les  remarques  suivantes : 

Puisque   la   transformation  (It)   est   orlhogonale,    x"- +  y-  en 
est  un  invariant.  II  en  est  de  méme  par  conséquent  de 

On  a  donc  Tidenlité 

ce  qui  revient  à  dire  que 

«12  +  «21 
«11,      2 '       ^22 

se  transforment,  à  la  suite  de  (1 1),  comnie  les  coefficients  d'une 
même  forme  quadratique  F. 
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II  en  resulte  en  jiarliculier  — soil  dil  en  passanl —  que  les 
cxpressions 

«M  -r  «-22, 

(invaiiant  linéaire  et  discriniinant  de  la  forme  susdite)  ne  clian- 
gent  pas,  par  effet  d'une  substitution  orthogonale  (11),  tout  en 
y  supposant  ^  fonclion  quelconque  de  t. 

Pour  coinpléter  la  lois  de  transformation  des  quatre  coeffi- 
cients  du  sy-stèine  diíTéreutiel  [les  a  de  (1),  qui  se  changenl 
dans  les  a  de  (H)],  il  faut  se  procurer  une  quatriènie  relalion 
entre  les  a  et  les  a.  (distincte  de  celles  qui  proviennent  de  Tin- 
variance  de  F).  On  y  parvient  três  commodement  en  réfléchis- 
sant  que  la  transfoi-iHation  (11)  équivant  ;i  une  rotation  de  â 
autour  de  Toiigine  (dans  le  seus  positif  Oo? ->  O^),  amenant  le 
point  (^,  r|)  en  {x,  y).  Si  donc  on  designe  par  r,  cp  les  coordon- 
nées  polaires  (rayon  vecteur  et  anonialie)  du  point  (q,  yj),  celles 
de  (se,  y)  seront  r,  cp  +  ã. 

Or,  des  formules 

q  =  /'  cos  (5,     yj  =  r  sin  cp 

on  tire  Tidentité  bien  connue 


On  a  de  mème 
d'oCi 


f  ^9 


xy  —  yxr=)-^('^-l'ò), 
xy^yx=^-q  —  r|^  -|-  ?-^è  =  í /]  —  "/i^  +  ^  (^^  +  "^(^). 
En  V  remplaçant  x,  y,  ^,  r^  par  leurs  valeurs  (t)  et  (14;,  il  vient 

l  «21ÍC- +  («-2"2  —  ^ll)íC?/  —  ft\ty- 

]  =  («21  +  ^)  'k^  +  («22  —  «1 1)  E"/j  —  («12  —  ^)  Vj2. 


Ce  doil  ètre  une  idenlité  d'après  (11).    Connne  la  somme  des 
coefficients  des  carrés  est  un  invariant,  on  en  déduit 

aa  —  «12  =  «21  —  «12  +  2^, 

qui  est  juslement  la   quatriènie  relation  explicitée.   Pour  notre 
but  il  suffit  d'associer  à  (15)  la  forme  inlégrale  f.  Si  Ton  designe 
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par  A,  [\,  I     ses  cocfficients  après   la   transformation  (11),  on  a 
1  ideutilé 

( 1 6)  Ax'2  +  2\\xy  +  Cf  =  A^2  ^  2B^-/j  -f  r-/]^, 
d'ou  rinvariant  linéaire 

(17)  /=A  +  C  =  A+r; 
1  iiívariant  quadratique  (discriminaiit) 

(18)  D=-AC-B2  =  Ar-B2; 

et  rinvariant  bilinéaire  siniultané  du  système  (15),  (I6)(^) 

l  ?"  =  rt'2iC  —  «12A.  — («22  —  tí'll)B  = 

(19)  ,    _  , 

(  («21  -\-0)\     — {cXi2  —  ^)  A  —  («22  —  «li)  P>- 

S'il  s'agit  en  particiilier  de  Ia   transformation  réduisant  /  à   sa 
forme  canonique  (12),  on  aura 

(IT)  /=|J.2_v2, 

(18')  D  =  — pV, 

(  1  9')  j--  («21  +  ^)  v2  -  («,2  -  Í5)  |X2. 

8.   Expression  de  í  pour  la  transformalion   qui  réalise   la  ré- 
(luction  c/e  í  à  la  fo)?ne  canonique. 
L'angle  Z  est  soumis  à  la  condition 

—  (A  -  C)  sin  2Í  +  2B  cos  25  =.  O, 

comme  il  resulte  immédiatement  de  ce  que,  en  introduisant  dans 

/■-  Aa'2  +  2Bx2/  +  C2/2 

les  valeurs  des  x,  y  tirées  des  (11),  le  terme  rectangle  en  çr^ 
doit  disparaitre. 


(')  Voir  par  exemple  Clebsch-Lindemann,  Leçons  svr  la  géumétrie,  (tra- 
dttctioii  française  par  Benoist),  Paris,  Gauthier-ViUars,  1879,  t.  1,  p.  267. 
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En  dérivant  par  rapport  à  t,  on  tire 

_ (À _  C)  ^_  4Bè)  sin  2Ô  +  2  ;B  -  (A -  C)  í  j  cos  25  =  0. 

Comme   sin2ã,   cos  25   ne   peuvent   pas  s'annuler   a   la  fois,    le 
déterniinant 

A-C  B 

Â_C-f-4B5     B-(A-C)è 
doit  èlre  nul.  11  s'en  suit 

A5  =  (A-C)B-(Á-C)B, 
ayant  pose  pour  abréger 


(20) 


A  =  (A-C)2  +  4B2. 


Puisqu'on  a  afíaire  à  une  forme  indéfinie  (AC  —  B^^G),  A  ne 

saurait  s'annuler.  On  peut  donc  diviser  sans  reserves  par  A,  et 

conclure 

(2,)  ^^(A-C)B-(k-C)B_ 

9.   Ccílcul  (le  X. 

La  dérivation  des  (13),  en  tenant  conipte  des  (14),  donne 

w  =  |J.^  +  v/j  +  jx  («11^  +  ai2Vj)  +  V  («21^  +  «22*/;), 

V  =  \i.^  —  VVj  -j-  |X  («11^  +  «127])  —  V  (a21<;  +  «22^|)- 


u  +  v     u  —  v 
Si  on  V  remplace  >,  v]  par  leurs  valeurs  — ^ ,  — - — 

des  (13),  il  vient  '^''-  ^^ 


tirees 


M  =  —     —  H h  í^l  l  +  «22  +  «12  —  +  «á  I  —      W  + 

2  I  n       V  V  [i  j 

—    -! haii  —  a-)2  —  «12 r  «21  —    **' 

2  í  n       V  V  |i  ^ 

V  =  —     -! h  «H  —  «22  +  «12 «21  —     W  + 

2      [J.       V  V  |J. 


—     -í-  +  —  +  «11  +  «22  —  «12  — 
2    (    jJL  V  V 


«21  —     V. 

1^ ) 
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Mais  ou  sait  d'autre  part  (n.°  3)  que  les  seconds  meiíibres  doi- 
vent  se  réduire  ii  tm,  — xu  respectivement.  Ou  a  donc 

T  =  — 1 haii  +a22  +  «i2 \-cc2i—\, 

2  /  |x        V  V  11  \ 

^            1     (    !X            V  (X  vi 

O  =  —  < \-  (X{l  —  <X.-22  —  «12  —  +  a-21  —     , 

2  (  |i        V  V  \i  \ 

1  í     IX  V  tJL  V     J 

O  =  —  < h  «n  —  «52  4-  «12 «21  —  : , 

2  (  [j.        V  V  |x  \ 

-T=  — 1 t-«H  +«22  — «12  — —  «21—  ,'• 

\  2    I    ji  V  V  |X    j 

Eu  retrancliant  de  la  preinière  de  ces  idenlités   la  quatriènie, 
on  lire 


2t  =  «12 h  «21  — , 

V  li 


d'oú 

ou  bien  encore 
t 


2  [XV 


!  «12|J-^  +  «2|V^  [, 


'2|XV 


[(«12  -  h)  |X2  +  («21  +  h)  v2]  +  ô  (1X2  _  v2)  ( . 


Le  dénominateur  peut  s'écnre  2v  —  D,  d'après  (18');  la  quau- 
lité  entre  les  crochets  s'identifie  avec  — j,  d'après  (19);  enfin 
le  coefficient  de  c!  n'est  que  /,  d'après  (17').  On  a  par  conséquent 


(23) 


2V/^ 


Cest  la  formule  cherchée  exprimant  x  en  fonction  explicite  des 
données,   On  n'a  qu'à   y  remplacer  D,  /,  /,  rj  par  leurs  valeurs 

(3)  [ou  (18)],  (19),  (17),  (21),  c'est-a-dire: 

—  D=B2-AC, 

— j  =  «12 A  —  fl2lC  +  («22  —  «li)  B, 

/  =  A  +  C, 

.  _  (A  -  C)  B  -  (Ã  -  C)  B 
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le  dénominateur  A  désignant  (Â  — Cj^  +  ^B-,  d'après  (20).  J'ai 
transcril  pour  qu'on  ail  sous  les  yeux  le  lésullaL  déíinitif.  II 
consent  bien  d'épuiser  sans  trop  de  peiíie  les  discussions  de 
stabilité,  quoique  il  soit  encore  plus  siniple  de  s'en  lenir  à 
Texpression  (Oj  de  t,  si  tant  est  que  A  ou  C  ne  traversent  jamais 
la  valeur  zero. 


EIN  SATZ  LEONHARD  EULERS 
UBER  DIE  REKTIFIKATION  ALGEBRAISCHER  KURVEN 


VON 


Paul  Stackel 

in  Karlsrube  (Baden) 


Leonhard  Euler  hat  in  der  Abhandlung-:  Theoremala  quaednm 
analylica,  quorum  demoiisl ratio  adhuc  dedderatur,  die  ani  1  .Mai 
17  75  der  Petersburger  Akadeiiiie  vorgelegt,  aber  erst  1785  im 
zvveiten  Bande  der  Opuscula  analytica  (S.  76-90)  abgedruckt 
isl  (*),  zwei  Sàtze  iiber  die  Reklifikation  algebraisclier  Kurven 
aufgcstellt,  deren  Walirheit,  wie  er  sagt,  nicht  in  Zweifel  ge- 
zogen  werden  konne,  die  in  aller  Strenge  zu  beweisen  ihm 
jedoch  auf  keine  Weise  geliingen  sei. 

Nach  deni  ersten  dieser  Satze  soll  es  keine  algebraische 
Kurve  geben,  deren  einzelne  Bogen  sich  einfach  durch 
Kreisbogen  ausdriicken  lassen  Hierniit  ist  Folgendes  ge- 
nieint.  Es  seien  x  und  y  die  i-echl\vinkligen  kartesiscben  Koor- 
dinalen  eines  Punktes  dei'  betracbtelen  (ebenen)  algebraiscben 
Fuirve.  Unter  einer  algebraiscben  Parameter-Darstellung  der 
Kurve  nioge  eine  Darslellung  der  Form 

(1)  x  =  [{v),     !/  =  g{v) 

verstanden  werden,  in  der  x  und  y  algebraische  Funklionen 
von  D  sind  ^  da  es  sich  liier  um  Reklirikati(ii)'^pr<)b!enie  handell, 
sollen  X,  y,  d  ais  reell  angesehen  und  iibeihaupt  nur  reelle 
Gebilde   benutzt  werden.    Beini  Kreise   íc^  +  ^'=1    kann    nian 


(')  Die  Abhandlung  wird  in  deu  Opera  omnia  L.  Euleri,  Series  I,  vol.  -1 
wiederabeedruckt  werdeu. 
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nun    iin    Besondereii    die    algebraische    Paranieter-Darstellung 
iiehmeu: 

(2)  «-■  i_^^2 '  y-  i_^^2 

und  erhàlt  dann  íiir  die  Bogenlànge  deu  Ausdruck  : 


(3)  s  =  2  arct 


V  . 


EuLERS  Behauptung  geht  nun  dahin,  dass  keine  andere  alge- 
braische Kurve  ais  der  Kreis  bei  einer  algebraischen  Parameler- 
Darstellung  fiir  die  Bogeniánge  den  Ausdruck  (3)  (oder  einen 
durch  algebraische  Translorniation  daraus  hervorgehenden)  er- 
geben  konne;  wenigslens  hatten  alie  seine  Bemiihungen,  eine 
solche  vom  Kreise  verschiedene  Kurve  zu  enldecken,  nicht 
zum  Ziele  geriihrl,  Wenige  Jahre  spater  hat  Euler  indessen 
erkannt,  dass  er  sich  g-etauscht  halle,  denn  am  20.  August 
1781  iegte  er  der  Petersburger  Akademie  eine  Abhandiung  vor: 
De  curvis  algebraicis  quarwn  omnes  arcus  per  ateus  circulares 
metiri  liceal,  in  der  er  seine  friihere  Behauplung;  «feierlich 
widerrief»;  diese  Abhandiung  ist  erst  ini  Jahre  1830  ini  II. 
Bande  der  Petersburger  Memoiren  gedruckt  worden  (^). 

Anders  sleht  es  niit  einem  zweiten  Salze  Eulers.  Hiernach 
soll  es  keine  einzige  algebraisclie  Kurve  geben,  deren 
einzeine  Bogen  sich  einfach  durch  Logarithmen  aus- 
driicken  lassen,  das  heisst,  keine  algebraische  Kurve,  bei 
der  eine  algebraische  Parauíeter-Darstellung  der  Forni  (1)  fiir 
die  Bogeniánge  eine  Gleichung  : 

(4)  5  =  «  .  Inv 

liefert,  wo  a  eine  (von  >'ull  verschiedene)  Konslante  bedeutet. 
Euler  selbst  hat  bemerkt,  dass  dieser  Satz  iin  Gebiete  der 
komplexen  Grõssen  seine  Giltigkeit  verliere.  In  der  Tat  fíihrt 
beim  Kreise  x^-\-y'^^\  die  algebraische  Parameter-Darstellung 


(2')                   x  =  ^{w-^-\-iv). 

y= 

zu   der  Gleichung: 

(3') 

.  Inw 

(1)  Die  Abhandiung  wird  ebeufalls  in  den  Opera  omnia  L.  Euleri,  Se- 
ries I,  vol.  21  Aviederabgedruckt  werdeu. 
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Dao('gon  isi  Iaueus  Satz  riclitig,  wcnn  nian  sich  auí  rcelle 
Gebildc  beschiánkl  uiíd  cine  gtwisse  Klasse  geschlossencr 
Kurveii  aussdiliesst. 

Vorljer  soll  jcdocli  anfclie  UebiMleguugen  elngcgangen  werden, 
inillels  (lereji  1'^ulkr  sciíu;  liehauptiing  wahr.scheinlich  zu  niaclien 
suoht.  Er  bcliauptet  zuiiácbsl,  dass  keine  gesclilossene  alge- 
briascbe  Kiirve  die  verlangle  Eigenschaft  besilzen  kònne.  Ware 
nanilich  AYHDA.  eine  solcbe  Kurve,  so  liesse  sich  auf  der  Or- 
dinate  XY  cin  Pnnkt  Z  angeben,  so  dass 

are  .  V>\  -^  (r .  In  XZ 


wlrd.  Da  alier  auch  zu  dem  Bogen  AYBDAY  dieselben  Koordi- 
naten  AY  und  XY  gehorcn,  so 
gabe  es  auf  XZ  einen  zweilen 
Punkt  Z',  sodass 

are.  AYBD\  =  «./«XZ' 

wird,  und  es  gabe  iilierbaupl, 

wenn  c  deu  Unifang  der  Kurve 

bezeicbnet,  auf  XY  Punkte  Z, 

Z',  Z",  Z'"...,  denen  der  Reihe 

nach  die  Bogen   AY,    AY-f  í-, 

AY  +  2c>,   AY4-3C...  enlspre- 

chen.  Alie  diese  unzáhlig  vielen 

Punkte  sollen,  nach  der  Voraussetzung,  durch  eine  algebraische 

Formei  geliefert  werdeu.  Das  ist  aber  ein  Widerspruch,  weil  cine 

solche  Foiínel  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  ergiebt. 

Foiglich  kann  die  gesuchle  Kurve  nicht  geschlossen  sein. 

EuLEns  Ueberlegung  Ijissl  sich  leicht  des  geoinelrischen  Ge- 
^^ andes  enlkleiden  und  in  rein  analytischer  Forni  darstellen. 
Bei  einer  geschlossenen  Kurve  vom  Umfange  c  gehoren  zum 
Kurvenpunkte  (a?,  y)  die  unzáhlig  vielen  Werte  der  Bogenlánge 


(6) 


s^nc  (n  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,   .  ..)• 


Besleht    nun    die    Gleichung    (4),    so    sind    deni    betrachtelen 
Kurvenpunkte  die  Paranielerwerte 


O) 


s  -f-wc 


zugeordnet,  die  ini  reellen  Gebiele  alie  \o\\  einander  verschieden 

sind.    Wáhrend    aiso    bei    einer   algebraischen    Paranieter-Dar- 

VoL.  VII  — N."  4  2 
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stcllung  (1)  jedeni  Kurvenpunkte  nur  eine  cndliche  Anzalil  von 
Paraiiieter\vei'tcn  ziigeluirl,  wiirdc  es  iiach  der  Gleichung  (6) 
deren  un/áhlig  viele  gebcn  miisseii.  IMilhin  fiilirl  die  Annaliine 
der  Gleichung-  (4)  íiir  die  líoffenlange  einer  gesclilossenen  alge- 
braischen  Kurve  auf"  eineii  Widerspruch. 

So  einleuchlend  diese  Schlussweise  erscheint,  so  zeigt  doch 
eine  genauere  Ueberlegung,  dass  sie  unzureicheiíd  ist.  Daiiiit 
inan  erkenut,  worin  der  IMangel  liegt,  moge  dieselbe  Schiussweise 
auf  den  Fali  angewandl  werden,  dass  eine  gesclilossene  alge- 
braischc  Kurve  vnni  Umfang  c  algebraisch  rektifizierbar  isl, 
dass  lieisst,  dass  ibre  Bogeniánges  bei  der  algebiaischen  Para- 
meter-DarslelIung  (1)  dureb  eine  algebraiscbe  Funklion  von  v 
dargestellt  wird.  Dann  ist  uingekebrt  v  eine  algebraiscbe  Fuiík- 
tion  von  f,  elwa 

(8)  v  =  '^{s), 

und  dem  Kurvenpunkte  (íc,  y)  sind  die  Paranieterwerte 

(9)  i>„  =  cp  (í  +  nc) 

/Aigeordnet.  Diese  unzàhlig  vielen  Ausdriicke  niiissen  bei  einer 
algebraiscben  Kurve  auf  eine  endlicbe  Zalil  zuriickkomnien,  es 
muss  mithin  eine  kleinsle  positive  ganze  Zalil  a  geben,  sodass 

(10)  cp(5)-o(5  +  ac) 


ist,  und  '-^{s)  ist  daher  eine  periodische  Funklion  mit  der  pri- 
mitiven  Periode  ctc.  Hieraus  wiirde  aber  folgen,  dass  un)gekebrl 
s  eine  unendlicbvieldculige  Funklion  von  v  ist,  wáhrend  s  doch 
eine  algebraiscbe  Funklion  von  v  sein  solhe,  und  damit  ist  nian 
auf  einen  Widei'sprucb  gekomnien. 

Dass  hierin  ein  Fehlschluss  steckt,  zeigen  die  Beispiele  der 
Astroide,  der  Evolule  der  Ellipse  usw,  denn  diese  sind  geschlos- 
sene  algebraisclie  algebraisch  rektifizierbare  Kurven.  Wenn  nian 
bei  diesen  Kurven  das  Integral 

dv 


Pcis 


J  dv 

iiber  die  ganze  gescblossene  Kurve  erstreckt,  so  ergiebt  sich 
ais  sein  AVert  NulI,  sodass  nian  es  niit  geschlossenen  Kurven 
vom  Uinfange  INull  zu  tun  bat.  Ist  aber  c  — O,  so  verschwindet 
die  Periode  ccc,  und  dainit  enlfalh  der  vorher  gefundene  Wider- 
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spruch.  Aurdcii  liicrmil  hewiescncn,  bemprkcnswertcn  Lohrsatz, 
(lass  alie  fjoschiossencn  a  li^  eh  vai  se  li  eu  a  I  y^ebraiscli  rek- 
tifizicrba  ren  Kurveii  den  Umfang  NulI  haben,  soll  an 
diestM"  Slolle  nicht  weiter  cingegangen  Averden. 

Die  vorhcigehenden  l)arlt'g;ur)yen  zeigen,  dass  Eulkk  bei 
seiruMii  Beweisversiube  úcn  Fali  dvr  gesehlossenen  Kurveu 
voiii  Uiiifange  NulI  iUjerseben  liat.  Da  die  belrachlelen  Kiirven 
aiis  ciner  endlielien  Aiizabl  voa  Sliieken  endlieher  Bogenlànge 
zusainmengeselzt  sind,  auí'  deneii  s  beslándig  Avaelisl  odcr  bes- 
tandig  abninimt,  so  kann  zu  deni  Paraineterwerte  f  =  O  kein 
l'imki  der  g^eselilossciieu  Kiiive  geliciíeu.  Aiis  deni  Prinzip  der 
aiialvliseheii  Forlsetzimg  íolgt  aber,  dass  die  Ideiililál 

die  zunacbst  luir  gill,  wenn  v  zu  eineui  Kurvenpunkle  gehort, 
fiir  alie  reellen  Werte  von  v  bestehcn  bleibt,  dass  sie  aiso  im 
Besonderen  aucli  fiir  kleine  Werle  von  v  eifiillt  sein  niuss. 
.íelzt  sind  zwei  Moglicbkeiten  zu  unterscheiden. 

Erstens  kann  zu  kleinen  Werten  von  v  ein  reeller  Zweig  der 
betrachtelen  algebraisclien  Kurve  geboren,  der  dann  nolwendig 
ins  Unendliolie  gebt.  Fiir  ihn  wiirde  auch  die  Gleicliung'  (4) 
gellen.  Dass  dies  auf  einen  Widerspruch  fiiliit,  wird  im  Fol- 
genden  gezeigt  werden. 

Zweilens  kann  das  Funktionenpar  x,  y  fiir  kleine  Werte  von  v 
koinplex  wertlen,  sodass  diesen  Werten  kein  reeller  Zweig  der 
betrachtelen  algel)raischen  Kurve  entsprieht.  In  diesem  Fali 
besitzt  die  Kui"ve  keinen  Zweig,  der  ins  Unendliclie  gebt.  Bei 
einer  algebraisclien  Kurve  niuss  nâmiicb  bei  einem  solcben 
ZAveige  die  Bogenlànge  ins  Unendliche  wachsen,  da  Slellen,  an 
denen  s  voni  Abnehnien  ins  Zunehinen  oder  voni  Zunebmen 
ins  Abnebníen  iibergebt,  nui"  in  endlicber  Zalil  vorbanden  sein 
Kcinnen ;  bei  transzendenten  Kurven  brauclit  dies  nicht  zu 
gelten,  und  es  ist  auch  nicht  schwer,  Beispiele  aufzustellen, 
bei  denen  die  Kurve  ins  Unendliche  geht,  wáhrend  die  Bo- 
genlànge niemals  einen  beslinnnten  Betrag  iiberschreitet. 

Oh  EuKERs  Behauplung  fiir  reelle  algebraische  Kurven,  die 
nur  aus  geschlossenen  Ziigen  vom  Unifang  NulI  bestehen,  zu- 
Irifít  oder  nicht,  babe  ich  nicht  entscheiden  konnen. 

Wenn  es  eine  reelle  algebraische  Kurve  gibt,  deren  Bogen- 
lànge die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  so  niõge  jetzt  die 
Kurve  ins  Unendliche  gehen.  Euler  hat  diesen  Fali  nicht 
zu  eriedigcn  gewusst;  er  begniigt  sich  vielmehr  daniit  zu  sagen, 


212 


nacli  einem  Satze  von  .1.  Bkrnoulu  v\iirde  man,  sobald  eine 
einzij^e  Kurvc  dieser  Art  bekani\l  ist,  daraus  unzáhlig  viele 
andere  derselben  Art  lierleiten  konnen.  Damil  sei  es  aber 
scbwer  zu  vereinigen,  dass  es  ibm  trotz  allen  Beniiibungen 
nicht  gegliickt  sei,  eine  solcbe  Kurve  aufzufinden. 

Die  Liicke  in  Eui.Ens  Darlegungen  lásst  sich  aiisnillen,  indeiii 
man  die  Reihenenlwicklungen  der  algebraisc  ben  Funklionen  zu 
HilCe  niinnit,  Wenn  die  algebraiscbe  Kurve  ins  Unendliobe  gelil, 
so  wird  i  narb  der  einen  Seile  liin  uegalive  ^\erle  annehnien, 
deren  Belrag  id)er  alie  Grenzen  wáebst,  und  gleiebzeitig  wird 
V  unbegrenzL  gcgen  Null  abneluiien.  Hetraebtel  man  das  Sliick 
der  Kurve,  das  zu  kleinen  Werlen  von  v  gebort,  so  werden  nacb 
den  bekannten  Sálzen  iiber  die  Reibenentwicklungen  algebrai- 
scber  Funktionen  die  KoordinaLen  x  und  y  durcb  Potenzreiben 
dargeslellt  werden,  die,  allgemein  gesprocben,  nacli  steigenden 
Potenzen  einer  Wurzel  aus  v  fortsebreiten  und  nur  eine  endlicbe 
Anzahl  von  Polenzen  mit  negativen  Exponenten  entbalten;  es 
muss  jedoch  mindestens  eine  solcbe  Polenz  mit  negativem  Expo- 
nenten auftreten,  weil  die  Kurve  fiir  v  =  0  ins  Unendlicbe  gebt. 

Um  die  Darstellung  zu  vereinfaclien,  werde 

(12)  v  =  w'' 

gesetzt  und  die  positive  ganze  Zabl  r  so  gewàhlt,  dass  sie 
den  bei  x  und  den  bei  y  auflretenden  Wurzelexponenten  ais 
Faktor  entbált.  Dann  geben  x  und  y  in  algebraiscbe  Funktionen 
von  w  iiber,  die  sicb  in  der  Unigebung  von  tv  =  0  nacb  ganzen 
Potenzen  von  w  entwickeln  lassen,  wobei  wiederum  Polenzen 
mit  negativem  Exponenten  nur  in  endlicber  Anzabl  auftreten, 
mindestens  eine  solcbe  aber  auftreten  muss.  Zu  der  algebrai- 
scben  Parameter-Darstellung  millels  der  Grosse  w  gebort  dann 
ais  Ausdruck  der  Bogenlànge : 

(13)  s  =^  a  .Inv  ^  ar  .biw  , 

sodass  durcb  jene  Entwicklungen  fiir  x  und  y  die  Gleicbung: 

identisch  erfiillt  werden  muss. 

,Iet/t  sind  zwei  Rloglicbkeilen  zu  unterscbeiden.  Erstens :  Die 
Entwicklungen  von  x  und  y  beginnen  mit  verscbiedenen  Expo- 
nenten, zweilens:   beide  beginnen   mit  demselben   Exponenten. 
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Ist  íin  ersteii  Falle  —a  der  kleinste  Exponent  von  w,  der  in 
den  Enlwiiklungen  vou  x  und  ?/  vorkoinnit,  so  eiit,sprii)gi  aiis 
dem  belreírenden  Gliede  ia  der  Kiilwickluiig  der  linken  Seile 
der  Gleichimg  (li)  ein  Glied  mit  deni  Expoiienlen  — 2a  — 2, 
der,  da  a  inindestens  glcich  I  sein  muss,  mindestens  gleich  4 
wàre,  und  das  ist  ein  Widerspruch  gegen  die  angenommene 
Geslait  der  recliten  Seite, 

Im  zweilen  Falle  míige  die  EntAMcklung  von  x  mit  dem  Gliede 
Aw~^,  die  Enlwicklung  von  y  mit  dem  Gliede  Btí;~^  beginnen, 
wo  A^  und  B  beide  von  Niill  verschieden  sind;  hierbei  ist  wie- 
derum  a  mindestens  gleiob  1.  AIsdann  wiid  die  Entwicklung  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (14)  mit  dem  Gliede: 

«2  (A2  4- B2)  ií; -2c.   -2 

anfangen,  und  da  —  2a  —  2  mindestens  gleich  4  ist,  so  luuss  der 
Koeffizient  dieser  Potenz  von  w  verscbwinden.  Da  liierin  aber- 
mals  ein  Widerspruch  liegt,  so  ist  aucb  die  zweite  Moglichkeit 
ausgesclilossen  und  daniit  der  Beweis  vollendet.  Gleichzeitig 
erkennt  man,  dass  im  komplexen  Gebiele  sehr  wohl  A^-j-B'^ 
verscbwinden  kann,  obne  (lass  A  und  B  verscbwinden;  dies 
triíít  in  der  Tat  bei  der  Darstellung  (2')  des  Kreises  x'^y^=  I 
zu,  in  der 

ist. 

Nacbdem  so  gezeigt  worden  ist,  dass  bei  einer  reellen  alge- 
braischen  Parameter- Darstellung  einer  reellen  algebraiscben 
Kurve  die  Bogeniánge  s  niemals  durch  eirien  Ausdruck  der 
Form  a.biv  dargestellt  wird,  erbebt  sich  die  allgemeinere 
Frage,  welchen  Bedingungen  eine  Funktion  s  von  v  g-eniigen 
muss,  damit  sie  unter  den  angegebenen  Bedingungen  ais  Aus- 
druck der  Bogeniánge  aultreten  kann.  Dieser  Gegenstand  moge 
jedoch  einer  anderen  Gelegenheit  vorbebalten  bleiben. 

Karlsruhe,  den  1.  Oktober  1912. 


o  índice  cephalico  nos  criiviinosos  portugueses 

POR 

António  Augusto  Mendes  Coerêa 


Se  é  ccrlo  que  o  Índice  cephalico  tem  em  anthropologia  um 
subido  valor  como  elemento  de  differenciação  das  raças,  impos- 
sível se  torna  enirelanto  outorgar-lhe  qualquer  significação  pre- 
cisa sob  o  ponto  de  vista  psychologíco.  As  constatações  rela- 
tivas ao  índice  cephalico  dos  criminosos  dão  a  esta  affirmativa 
um  apoio  deveras  eloquente. 

Febri,  Coure  e  Roussel,  Reliakow,  Marro,  e  outros,  encon- 
trai'am  nos  criminosos  menor  dolichocephalia  do  que  nos  nor- 
maes.  Mas,  a  seu  turno,  Monti,  Troyski,  Bordier,  etc,  concluí- 
ram por  uma  inferioridade  da  brachycephalia  nos  delínc[uentes 
cujo  estudo  fizeram.  Enfim,  LoMimoso,  Baer,  Dallemagne,  Debierhe 
e  Seugi  puzeram  em  evidencia  (|ue  essas  conlradicções  nos  resul- 
tados obtidos  provinham  simplesmente  da  variedade  dos  índices 
cephalicos  de  região  para  região. 

O  Índice  cephalico  nos  criminosos,  escreveu  Lomcroso,  con- 
serva quasí  sempre,  com  maior  ou  menor  exaggero,  o  traço  da 
influencia  regional  e  elhnica  (*). 

Eflectívamenle  no  esludo  a  (|ue  procedi  sobie  os  criminosos 
portugueses,  essa  influencia  regional  ficou  mais  uma  vez  de- 
monstrada. Se  nem  sempre  as  medias  dos  índices  nos  delin- 
quentes e  nos  normaes  da  mesma  região  coincidem  exactamente, 
tem  esse  facto  por  certo  origem  não  só  em  desvios  e  anomalias 
dí'geneialívas  ou  palhologícas  na  mor|)hol()gia  craneana  dos 
criminosos,  mas  ainda,  como  Sergi  affirma,  em  manifestações 
ethnicas  puias  e  simples  (^), 

Em  1:509  criminosos  portugueses,  do  sexo  masculino,  de 
maior  idade,  e  provenientes  das  varias  províncias  do  paiz,  cal- 


(')  LoMBiíoso,  I/uomo  delinquente. 

O  Dallkmagkk,  IStigmales  anatomiques  de  la  criminaliU. 
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culei  o  Índice  cephalico  médio  de  76, 4G.  Ora  o  indico  cephalico 
niedio  dos  poilugueses  é  de  76,3,  A  diflerença  é,  pois,  muito 
pequena.  O  criminoso  portug^uès  apresenta,  em  geral,  uma  do- 
lichocephalia  approximada  da  do  português  normal, 

A  seriação  dos  1:509  referidos  criminosos,  pela  ordem  cres- 
cente dos  Índices  cephalicos  que  para  cada  um  d"elles  deter- 
minei, encontra-se  patente  no  seguinte  quadro: 


Índices  cephalicos 

Numero  de  casos 

índices  ceplialicos 

Numero  de  casos 

67  para  baixo 

68 

4 
5 

9 

20 

47 

61 

99 

149 

196 

199 

77 

188 

78 

152 

69 

70 

71 

79 

80.,. 

81 

140 
88 
62 

72 

82 

83 

35 

73 

26 

74 

84 

11 

75 

85 

S6  para  cima 

(j 

76 

9 

A  maior  frequência  surge,  pois,  entre  75  e  77.  Tal  e  quai  o 
que  se  dá  com  os  portugueses  normaes,  em  quasi  todas  as  pro- 
víncias do  paiz. 

Distinguindo  varias  categorias  de  delinquentes,  obtive  os  se- 
guintes resultados  para  cada  uma  d'ellas: 


índices  cephalicos 

Criminosos 

portugueses 

em  geral 

Assassinos 

Ladrões 

fiatunos 

Falsarios 
e  biirlistas 

Violadores 

Incendiá- 
rios 

Até  69 

70  a  74 

75  a  77 

78  e  79 

% 

1,2 

24,9 

38,6 

19,3 

12,3 

3,0 

0,6 

% 

1,8 

28,4 

39,5 

15,6 

11,5 

2,5 

0,7 

76,5 

% 

22,9 
38,1 
24,7 
11,4 
2,9 

% 

1,4 

'^2,3 

34,5 

23,0 

14,0 

3,6 

1,1 

7o 

15,1 

48,2 

17,8 

11,6 

5,4 

1,8 

% 

1,8 

16,3 

36,4 

21,0 

17,3 

6,3 

0,6 

% 

31,6 
26,3 
10,5 
31  6 

80  a  82 

83  a  85 

86  em  deante 

— 

índice  cephalico  médio 

76,5 

76,7 

76,8 

77,1 

77,2 

7^,7 

Como  se  vè,  neste  quadro  os  assassinos  figuram  como  os 
mais  dolicliocephalos  de  todos  os  criminosos.  Pelo  contrario  a 
brachycephalia  é  mais  acccntuada  nos  gatunos,  nos  falsarios  e 
burlístas,  e  nos  violadores. 
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Por  outro  lado,  nola-se  que  as  variações  extremas  se  dão  com 
uiais  frequência  nos  assassinos,  nos  gatunos  e  nos  violadores. 
A  ultradolichocephalia  é  mais  frequente  nestas  duas  ultimas 
classes  de  delinquentes,  ao  passo  que  a  ultrabrachyceplialia  tem 
incontestável  superioridade  entre  os  g^atunos,  falsarios  e  burlistas. 

Nas  mulheres  criminosas,  que  estudei  aparte,  o  Índice  cepha- 
lico  médio  era  de  "4,1. 

Para  os  delinquentes  do  sexo  masculino  fiz  ainda  a  separação 
por  provincias,  alcançando  os  resultados  seguintes: 

índices  cephalicos  dos  criminosos  portugueses 

(Por  provincias) 


índices  «plialicos 


Até  74 

75  a  77 

78  e  79 

80  a  82 

83  em  deante.. . . 

índice   cephaltco 
médio , 


Minho 


19,2 
32,9 
26,5 
18,1 
3,3 


77,/ 


Douro 


% 
35,3 
42,4 
10,7 
9,9 
1,6 


75,5 


Traz-os- 
Montes 


7o 

40,8 

36,5 

16,5 

4,3 

1,8 


75,2 


Beira 
Alia 


7o 
45,1 
39,4 
9,6 
4,8 
1,0 


74,1 


Beira 
Baixa 


7o 

36,9 

46,7 

7,6 

7,6 

1,1 


75,4 


Exire- 
madiira 


7o 

20,5 
43,0 
20,1 
13,2 
3,1 


77,i 


Alemtejo 


7o 

27,3 
30,3 
24,2 
15,1 
3,0 


76,8 


Alirarve 


7o 

22,8 
36,3 
18,2 
18,2 
4,5 


77J 


Criminosos 
portugueses 
em  geral 

7o 

26,1 
38,6 
19,3 
12,3 
3,6 


7^,5 


É  bastante  elucidativo  um  confronto  do  indice  cephalico  médio 
dos  criminosos  de  cada  provincia  com  o  dos  normaes  da  mesma 
região : 

índices  cei)lialieos  médios 


Provincias 


Minho    

Douro 

Traz-os-Montes 
Beira  Alta  . . . . 
Beira  Baixa. . . 
Extremadura. .  . 

Alemtejo 

Algarve 

No  liaiz 


Nos  criminosos 


77,1 
75,5 
75,2 
74,1 
75,4 
77,1 
76,8 
77,1 


76,5 


Nos  normaes 


78,7 
76,2 
75,2 
75,2 
75,5 
76,8 
76,5 
77,7 


76,3 


Evidencia-se  d 'esta  forma  que  o  indice  cephalico  nos  crimi- 
nosos portugueses  se  não  esquiva  á  influencia  regional. 
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E  elevado  no  Minho,  na  Exlremadura  e  no  Algarve,  que  são 
também  as  províncias  de  menos  accentiiada  dolicliocejDhalia, 
sobretudo  a  primeira  e  a  ultima,  mercê  de  localisações  da  raça 
brachycephala  de  Grenelle  e  da  acção  das  populações  visinhas 
(da  Galliza  para  o  IMinlio  e  da  Baixa  Andaluzia  para  o  Algarve)  (^j, 
que  contecm  também  muitos  elementos  d'essa  raça. 

O  Índice  dos  criminosos  é  menos  elevado  na  Beira  Alta,  em 
Traz-os-Montes  e  na  Beira  Baixa,  províncias  que,  relativamente 
aos  normaes,  são  também  as  mais  dolichocephalas.  Nas  regiões 
montanhosas  d'essas  províncias,  como  o  mosliaram  já  os  estudos 
dos  srs.  Sn.vA  Bastos,  Fonseca  Cardoso,  etc,  encontram-se  num 
estado  de  relativa  pureza  os  representantes  da  raça  dolíchoce- 
phala  de  Beaumes-Chaudes  Mugem,  cjue  constitue  o  fundo  an- 
thropologico  do  povo  português.  Na  Beira  Alta  existem  nume- 
rosos elementos  muito  dolichocephalos,  de  oi'igem  diversa  da 
anterior,  e  esse  facto  poderá  dar-nos  uma  plausível  explicação 
da  difíerença,  a  menos,  de  1,1  por  mim  achada  no  índice  médio 
dos  criminosos  d'essa  província  relativamente  ao  dos  normaes 
da  mesma  região.  O  parecer  de  Seugi  deve  ter  uma  applicação 
neste  caso.  Eireclívamente  ha  quem  supponha  que  os  elementos 
muito  dolichocephalos  da  Beira  Alta  não  são  autochtones  como 
os  da  raça  de  Mugem,  mas  ímmigrantes,  talvez  de  origem  nórdica. 
E  natural  que  haja  disparidade  entre  as  percentagens  de  fre- 
quência de  delictos  no  seio  dessas  populações,  anthropologíca 
e  ethnicamente  diversas.  E  assim  teremos  na  avaliação  do  índice 
médio  a  influencia  especial  da  accentuada  dolichocephalia  do 
elemento  ímmigrante. 

Em  Traz-os-Montes  e  na  Beira  Baixa  os  índices  médios  nos 
criminosos  e  nos  normaes  são  eguaes  ou  quasí  eguaes.  Resul- 
tará isso,  seg^undo  o  ci*iterio  anterior,  de  se  tratar  de  popula- 
ções autochtones,  relativamente  puias? 

No  Minho,  no  Douro  e  no  Algarve,  os  índices  médios  dos 
criminosos  accusam  nestes  uma  dolichocephalia  mais  accentuada 
do  que  nos  normaes  da  região. 

O  contrario  se  dá,  porém,  com  a  Extremadura  e  com  o  Alem- 
tejo.  Nos  criminosos  d'ahi  ha  mais  brachycephalos  do  que  nos 
normaes. 

As  ditferenças  entretanto  são  tão  pequenas  que  me  não  parece 
necessário  recori-er  a  longas  explicações  de  taes  factos.  Talvez 
noutras  series  de  observações  as  medias  se  uniformísassem. 

Não  encontrei  qualquer  relação  apreciável  entre  o  índice 
médio  das  populações  das  varias  regiões  do  paiz  e  a  frequência 


(')  Na  Galliza  o  indice  cephalico  médio  dos  normaes  é  de  78,o.  Na  Baixa 
Andaluzia  é  de  79,1. 
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da  criminalidade  nessas  regiões.  Lombuoso  incluiu  o  índice  ce- 
phalico  regional  na  etiologia  da  criminalidade.  Pelo  que  diz 
respeito  a  Portugal  só  pude  constatar  que  esse  factor  é  inapre- 
ciável e  mesmo  duvidoso.  O  seguinte  quadro  em  que  os  vários 
districtos  estão  seriados  por  ordem  dos  respectivos  Índices  ce- 
plialicos,  mostra  a  falta  duma  correlação  palpável  entre  os  ín- 
dices referidos  e  o  numero  de  criminosos  que  cada  um  d'esses 
districtos  annualmente  produz: 


Índices  cephalicos 
médios 


75,2 
75,2 
75,7 

75,8 
7G,0 
7(5,0 
76,1 
76,2 
76,2 
76,7 
76,7 
76,7 
76,.S 
77,1 
77.2 
78,7 
78,7 


Districtos 


Viseu 

Villa  Real 

Castello  Branco 

Guarda. 

Beja 

Coimbra 

Bragança   

Aveiro .    , 

Porto 

Évora 

8an(arem 

Portalegre 

Lisboa .  . 

Faro . 

Leiria 

Braga , 

Vianna  do  Castello 


Medias  aimuaes  de  criminosos  por  1:000  habitantes  (*) 


n  geral 

Contra  pessoas 

3,5 

2,29 

3,6 

2,21 

2,8 

1,86 

3,4 

2,31 

3,1 

1,86 

3,2 

1,66 

3,8 

2,38 

4,0 

2,36 

3,5 

1,40 

3,4 

2,29 

3,3 

1,89 

2,1 

1,19 

3,2 

1,61 

2,7 

1,67 

3,2 

1,85 

3,4 

2,28 

3,5 

2,22 

Contra 
,  propriedade 


0,67 
0,59 
0,68 
0,76 
0,60 
0,50 
0,80 
0,69 
0,54 
0,64 
0,47 
0,76 
0,63 
0,43 
0,55 
0,81 
0,68 


De  tudo  o  que  fica  dito  se  deprehende : 

1 .°  O  índice  cephalíco  dos  criminosos  segue  mais  ou  menos 
rigorosamente  a  tendência  regional. 

2.°  As  variações  observadas  resultam  por  certo  da  frequência 
de  anomalias  degenerativas  ou  desvios  palhologicos  da  mor- 
phologia  craneana  nos  delinquentes  e  de  influencias  ethnicas 
mais  ou  menos  accentuadas. 

3.°  Do  conhecimento  do  Índice  cephalico  nada  de  positivo 
se  pode  concluir  sobre  as  tendências  criminosas  dum  individuo 
ou  duma  raça. 


(')  Estas  médias  foram  calculadas  sobre  recentes  cstatisticas  criminaes. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON  EUCLIDIENNES 


PAR 


GeMINIANO  PiRONDINl 
à  Rome 


(Suite) 

CHAPITRE  V 

§  64 


Rayons  c/e  couvbure  et  de  lorsion  d'une  ligne,  —  Les  angles 
infininient  pelits  r/s  et  eh  conipris  entre  deux  tangentes  consé- 
cutives  ou  deux  piaus  osculateurs  conséculifs  d'une  ligne  gaúche, 
s'appellent  respectiveiuent  angles  de  conlingence  et  de  torsion. 
Les  rapports 

dz         do 

ds  '      ds 

de  ces  angles  à  Tare  éléuientaire  de  la  ligne  niésurent  évidem- 
nienl  Técart  plus  ou  moius  rapide  de  la  Ibrme  rectiligne  ou  de 
la  forme  plane,  subi  par  la  ligue  dans  le  passage  d'un  point 
quekonque  au  point  successil". 

Pour  cette  raison  ils  s'appellent  respectivement  courhure  et 
torsion  de  la  ligne. 

Les  quantités  p,  x  définies  par  les  formules 

/i\  '''*"  "'■^  /i         1, 

CJ  lgp  =  — i^,     tgx  =  -^  (dans  i  espace  r.) 

ds  ds 

(!')  ihp  =  -y-,    thT=—  (dans  Tespace  I.) 
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s'appellent  respectiveinent  rayon  de  premihe  courbure  (ou  de  fle- 
xion),  et  rayon  de  dcuxihne  courbure  (ou  de  lorsio?i). 

II  resulte  de  ces  définitions  que  la  courbure  et  la  torsion  d  une 

ÍrieitiaiinieHne         I 
,  ,        ,       , .  sonf  respectivement  r^ales  a   la 

lobatschewskienne  )  ' 

l  circulaire        ) 
colansente  <  ,         ,    ,.  du  raiion  de  courbure  et  du  rayon  de 

^  \  hyperbolique  \  ^  ^ 

torsion  de  cette  ligne. 

Au   tliéorème  du  §  43   (I'^''^  Partie)  relalif  aux  lignes  planes, 

fait  pendanl  1'autre  concernant  les  ligues  de  Tespace  :   Une  ligne 

gaúche  est  dcfmie,   à  tous  mouvements  prés,    aussitôt   que  Von    en 

donne  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  fonction  de  Vare. 

§  65 

Un  prinape  remarquable  dans  la  géoviétríe  non  euclidienne.  — 
La  definition  géoniétrique  dune  ligne  euclidienne  Li  (consi- 
dérée  dans  Tespace  ou  sur  une  surface  Si)  soit  traduisible  dans 
une  relalion  finie 

(2)  /'(^'^^^  «^  P-T )  =  0 

entre  les  rayons  p  et  t,  l'arc  s  et  les  angles  a,  [5,  y» for- 
mes pai'  certaines  droites  et  cerlains  plans  passant  par  le  point 
considere  de  la  ligne,  et  soit  L  une  ligne  non-euclidienne  ayant 
dans  son  espace  niènie  definition  géométrique  que  Li  a  dans 
le  sien. 

Si  a  Tentour  d'un  point  quelconque  P  de  la  ligne  L  on  cons- 
truit  une  surface  ferniée  d'une  telle  pelitesse  que  Tespace  enclos 
puisse  ètre  regardé  coninie  euclidien,  il  est  naturel  qu'au  point 
P  de  L  subsiste  la  relation  (2),  que  Ton  peut  écrire  ainsi: 

.  /  ds      ds  „  \        . 

Sous  cette  forme  il  est  évident  que  la  relation  ne  cesse  nul- 
lement  d'ètre  vérifiée,  méme  si  lon  supprime  la  surface  infini- 
ment  petite  que  Ton  vienl  de  conslruiie  autour  du  point  P; 
de  sorte  que,  si  fon  rappelle  les  définitions  du  §  fíl,  on  arrive 
à  ce  résultat:  .-/  un  point  quelconque  de  la  ligne  non-euclidienne  L 
a  lieu  la  relalion  finie  caractéristique 

{^)        /('bí^  i&  "'  ^  «,  p,  T' )=-^         (dans  fespace  r.) 

(3')        /"(igp,  llix,  s,  a,  [j,  -f, )  =  0          (dans  Tespace  I.). 
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Ce  príncipe  établit  une  sorte  de  dépendance  entre  les  lignes 
non-euclidiennes  et  euclidiennes  ayant  une  déíinition  conunune, 
en  vertu  de  laquelle  la  recherche  de  la  relation  qui  caraetérise 
une  certaine  faniille  de  lignes  non-euclidiennes  est,  en  bien  de 
cas,  ranienée  ii  la  recherche  analogue  dans  Tespace  ordinaire. 
On  aura  beaucouj)  doccasion  dans  la  suite  de  inontrer  tout 
le  parti  que  Ton  peut  tirer  de  cet  iutéressant  príncipe;  nous 
nous  bornons  à  présent  à  en  faire  seulement  quelques  applica- 
tions,  en  guise  d'essai. 

í.°  La  déterminalion  du  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux 
droites  issues  de  lorigine  a  été  faite  en  appliquanl  au 
fond  notre  príncipe  (§  5), 
2.°  Dans  une  llgne  quelconque  solt  ri  la  difFérence  entre  I  are 
élénientalre  et  la  coi'cle,  h  la  distance  entre  un  polnt 
quelconque  et  le  plan  osculateur  au  polnt  successif, 
/n  la  distance  entre  deux  tangentes  successives,  et 
f/a  1  Inclinaison  d'une  tangente  quelconque  sur  le  plan 
osculateur  au  polnt  successif.  Si  Ton  rappelle  les  for- 
mules donnant  d,  h,  li\,  da  dans  Tespace  ordinaire,  et 
que  Ton  applique  en  outre  le  príncipe  ci-dessus,  on 
obtient  ces  fornuiles  valant  dans  les  trois  espaces: 


h  = 


1  1 

ds^ 

[24 

f 

1  1 

ds^ 

24 

^s'r 

í   ^ 

ds^ 

\2A 

tir^  P 

í    í 

fA-3 

i  *^ 

9^ 

1   1 

ds^ 

j  12     t 

S  P  tg^ "  ' 

í   ' 

rA3 

/  1          d.s^ 

i  ^*            ?~ 

h 

]  1          ds^ 

\  6      th  rj  tg  t  ' 

'  1          ds^ 

[Q     th  p  th  t 

1         fA2 

Í2         px 

da  - 

1         ds^ 

2     tgptgx 

f  1            fA2 

12     thpthx  \2     thpthx 

§  06 

Géodésiqnea  et  nsijmplhotíquea  dnne  surface.  —  tJne  gt'odési(pie 
d'une  surface  se  délinll:   une  ligne   telle  que  tout  are  cx)inpris 
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entre  dciix  points  suffisument  rappi  ochés,  represente  sur  la  sur- 
face  le  pliis  court  clieniin  entre  ces  points. 

L  étant  une  f;;"éodési(jue  de  la  surface  non  cuelidienne  S  et  A 
un  de  ses  points,  construisons  ii  Tentour  de  ce  point  une  sur- 
lace  íerniée  Icllenient  petite,  que  la  portion  despace  enclos 
puisse  ètre  regardé  eonime  euclidien.  La  ligne  L  à  Tintérieur 
de  eet  espace  conserve  naturellenient  son  caractere  de  minimum, 
qui  se  traduit  dans  la  nécessaire  coíncidence  de  la  normale 
principale  avec  la  normale  à  la  surface.  Et  si  Ton  suppriíne  la 
surface  infininient  petite  que  Ton  vient  de  construire,  celtc 
coíncidence  ne  peut  pas  cesser  d'avoir  lieu.  En  répélant  ce 
raisonnenient  en  tous  les  points  de  la  ligne,  on  a  le  théorènie: 
Une  géodésique  quclconque  d^une  surface  non-euclidienne  est  cara- 
ctérisce  par  la  propriété  que  les  normales  principales  de  la  ligne 
sont  des  normales  a  la  surface. 

Une  ligne  décrite  sur  une  surface  s'appelle  asympthotique  si 
les  binorniales  de  cette  ligne  sont  des  normales  h  la  surface, 
ou  (ce  qui  revient  au  mème)  si  les  plans  osculateurs  de  la  ligne 
sont  des  plans  tangents  a  la  surface. 

.  l  sont  tangentes  entre  elles  ] 

II  est  evident  que:  òi  deux  surjaces  \  °     ^  \ 

17  ,     ,       \  [se  coupent  a  anf^le  droit  \ 

.     ,.        \  de  contact  .    t  •  '  °     ,     .     ' 

et  la  ligne  l  .      }  est  une  giodesique  ou  une  asymptliotique 

]dintersection\  ,    géodésique  \ 

de   lune,    elle   est   respecttve?tie?it   une   \  ,     .         \    ou    une 

,  ,/.,•!  f    asumpt/iotique 

asiimpthotique       ,    „  \        J    r  i        ) 

.    1.  .  \  (fe  lautre. 

/  geodesique  \ 

Ainsi,  par  exemple,  une  ligne  quelconque  est  une  géodésique 
de  la  surface  gaúche  íles  binormales,  et  de  la  développable 
rectifiante,  et  une  asymptotique  de  la  surface  gaúche  des  nor- 
males principales,  et  de  la  développable  osculatrice. 

Si  Li  est  une  asymptholique  d'une  développable  et  L  Tarète 
de  rebroussement,  les  plans  osculateurs  de  Li  étant  des  plans 
tangents  a  la  surface,  coincident  nécessairement  avec  les  plans 
osculateurs  de  L,  ce  qui  prouve  la  coíncidence  des  ligues  L,  Li. 

On  voit  donc  que:  Siir  une  surface  développable  il  y  a  une 
seule  asymptholique  non  rectiligne,  Varête  de  rebroussement. 

Si  enfin  S  est  la  développable  ciiTonscrite  a  une  surface  S  le 
long  d'une  de  ses  asymptotiques  L,  cette  ligne  devant  ètre 
aussi  une  asymptliotique  de  la  développable  ^,  coincide  avec 
son  arète  de  rebroussement,  Conséquennnent:  La  développable 
circonscrite  a  une  surface  quelconque  le  long  d'une  de  ses  asymptho- 
liques,  a  pour  arrte  de  )  ebi  ovsseinent  cclle  asymptJiotiqtte. 
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S  67 

Courbuie  gíodésique  (Vune  lipie.  —  Soient  L  une  lignc  arbi- 
traire  décrile  sur  une  surface  S,  et  {^^  g')  les  géodésiques  de  S 
tangentes  à  L  aux  points  successifs  A,  B.  Si  Ton  designe  par 
dzg  1'ang'le  infiniment  petit  fornié  par  les  ligues  g,  g'  (angle  de 

conlingence  géodésique) ,  le  rítpport  —^  (courbure  géodcsique)  me- 
sure évidemnient  Técart  subi  par  la  ligue  dounée  dans  le  pas- 
sage  du  point  A  au  point  B,  par  rapport  à  la  géodésique  de  la 
surface  joignant  ces  points. 

Ou  peut  déteruiiner  cet  impoitant  éléuient  géoiuétrique  à 
Taide  du  principe  du  §  65. 

Dans  uu  espace  três  petit  isole  autour  du  point  A,  la  ligue 
dounée  L  peut  èlre  considérée  euclidienne.  Suivant  cette  hypo- 
thèse  si  l'on  appelle  p,  p^,  6  les  rayons  de  courbure  absolue  et 
géodésique  et  Tangle  que  le  plan  osculateur  fait  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface,  on  a  la  relation  connue 


h- 

COS  Q 

1 

que 

1' 

'on 

peut 

écrire 

ainsi 

(4) 

ds 

dZg 

1 

COS  6 

ds 

de  ' 

Sous  cette  forme  elle  subsiste  méuie  dans  les  espaces  non- 
euclidiens  (§  65)-,  de  sorte  que  si  Ton  rappelle  les  notations  du 
§  64,  et  que  Ton  pose  eu  outre  pour  simplifier 

,,,  'g  Pi  1         ds 

lli  rj,i  )  'l-g 

on  trouve  les  formules 

(6)  Ig  ^y  ^  -—-  •  tg  p  (dans  r espace  r.) 


osÔ 


(6')  ih  Pj  =  — ~- .  Ill  p  (dans  Tespace  1.). 


cos 


La  quantilé  géométrique  p^  ayant  la  définition  (5)  s'appelle 
par  analogie  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  ligue,  de  sorle 
que  les  équations  (6),  (6')  définissent  une  relalion  remarquable 
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entre  les  ravons  de  couibure  absulue  et  géodésique  cVune  ligne 
non-euolidienne  quelconque. 

Si  la  ligne  donnée  est  une  g;éodé.siqiie  de  la  siirface,    on   a 

6  = -^  et  les  relalions  (G),  (C)  i-evcnant  aux  aulres 

lgp3==CC,         ihpy^QO, 

donnent  respectivenient 

TC  X       I 

On  voit  d'ici  que:  Le  rayon  de  courbure  géodésique  d'une  géo- 
disique  quelconque  d  une  surface:  \°  est  égallt  la  quatrihne  pat  lie 
de  la  longueur  lolale  de  la  droile,  dans  V espace  rieviannien ;  2."  est 
imagÍ7iaire  dans  l' espace  lohalschewskien. 

En  supposant  6  =  0,  les  relalions  (6),  (G')  donnent 

py  =  r^- 

On  voit  donc  que:  Le  rayon  de  courbure  gíodtsique  d'une  ligne 
plane  ou  {avec  plus  de  gênéralilé)  cVune  asympdiotique  d  une  surface 
quelconque,  est  égal  au  rayon  de  courbure  absolue. 

La  ligne  de  contact  de  deux  surfaces  tangentes  entre  elles  a 
évideninient  nième  couibure  géodésique  sur  les  deux  suifaces. 
11  resulte  d'ailleurs  de  la  déíinition,  que  la  courljure  géodésique 
d'une  ligne  d'une  surface  est  un  invariant  de  flexion  de  cette 
surface. 

Conséqueninient:  La  courbure  giodèsique  d'une  ligne  L  tracce 
sur  U7ie  surface  S  est  ('gale  a  la  courbure  de  la  ligne  plane  A  a 
laquelle  se  rtduit  L,  en  étalant  sur  un  plan  la  diveloppable  cir- 
conscrile  a  la  surface  S  Ic  long  de  la  ligne  L. 

Cest  pour  cette  raison  que  la  courbure  géodésique  d' une 
ligne  s'appelle  aussi  courbure  de  diveloppemenl. 

Un  parallèle  d'une  surface  de  révolution  est  quelque  fois  une 
géodésique  de  la  surface;  dans  tout  aulre  cas  il  est  une  ligne  a 
courbure  géodésique  constante.  En  eíTet  la  développable  cir- 
conscrite  à  la  surface  le  long  d'un  parallèle  non  géodésique  est 
un  cone  de  révolution,  surface  qui,  dans  le  développenient  sur 
un  plan,  réduit  le  parallèle  à  un  are  de  cercle. 

Le  rayon  de  courbure  géodésique  d'un  parallèle  est  repre- 
sente géoniétriquement  par  le  segnient  de  la  tangente  au  me- 
ridien  (au  point  oú  cette  ligne  est  coupée  par  le  parallèle)  com- 
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pris  entre  le  poiíil  de  contaci   et  le  |)()inl  ou  la  taiii^ente  eoiipc 
l'axe  íle  la  suifaee. 

II  resulte  d  ici  que  les  jmiallílex  de  la  ^ui  face  engendrée  par  la 
traclríce  touniant  aulour  de  la  baxe  (pseudosp/ière),  ont  même  cour- 
bure  géodésique  conslanle. 

§68 

Torsion  gcodé&ique  d'une  ligne.  —  Si  L  est  une  ligne  d'une 
surface  S,  et  Li  la  géodésique  tangente  à  L  au  point  A,  la  tor- 
sion de  Li  en  A  s'appelle  torsion  giodísique  de  la  ligne  L  en  ce 
point. 

Bertrand,    auquel    on   doit   cetle   interessante   notion,    a    dé- 

monlré  que  la  torsion  géodésique  —  d'une  ligne  est  donnée  par 
la  formule  '•> 


0) 


1 


doi 
'ds' 


X  etant  le  rayon  de  torsion  absolue  et  oi  Tangle  que  la  normale 
principale  de  la  ligne  fait  avec  la  nor- 
male  ;i  la  surface. 

Si  après  d'avoir  trace  la  normale 
AN  à  la  surface  S  et  la  normale  piin- 
cipale  AB  a  la  ligne  L  au  j)oint  A,  on 
construil  ;t  Tentour  de  ce  point  une 
surface  fermée  tellement  pctilc  que 
Tespace  enclos  puisse  étre  regardé 
comine  euclidien,  il  est  certain  que 
les  droites  AN,  AB  et  la  ligne  Li  con- 
servent  dans  Tespace  isole  leurs  dé- 
finitions  cai'actéi"istiques  par  rapport  a  la  surface  S  et  à  la 
ligne  L;  de  sorte  qu'au  point  A  subsiste  la  relation  (7). 

En  appliquant  alors  le  principe  du  §  05,  on  a  le  théorème: 
Le  rayon  de  torsion  géodisique  Xg  a  nn  point  quelconque  d'une  ligne 
décrile  sur  %ine  surface  non-euclidienne,  est  defini  par  la  relation 


1 

(o-  - 
I 


1 

do) 

tgT 

ds 

1 

doi 

ih- 


ds 


(dans  lespace  r.) 
(dans  Tespace  1.) 


les  lettres  ayanl  mime  signifuation  qu  avparavant . 
VoL.  VII  —  N."  4 
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§  «9 


Fiff.  17 


Remarquons  tVabord  que  si  AB  et  CD  sont  deux  droites  de 

Tespace,   telles  que  Toa  puisse  faire  passer  par  AB  un  plan  a 

perpendiculaire  h  CD,  il  est 
Q  /  aussi  possible  faire  passer  par 

CD,  un  plan  p  perpendiculaire 
à  AB. 

En  eíTet  si  Ton  suppose  que 
le  plan  a  coupe  CD  au  point  M, 
abaissons  de  ce  point  la  pei"- 
pendiculaire  MN  à  la  droite 
AB.  Le  plan  ,3  determine  par 
les  droites  CD,  MN  est  évi- 
demment  perpendiculaire  a 
la  droite  AB. 

En  appelaht  donc  orthogo- 
nales  deux  droites  telles  que 
les  AB,  CD,  on  a  ce  résultat: 
Pow  que  deux  ihoiles  de  Ves- 

pace  soienl   o)  tliogonales,  il  suffit   quun  cerlain  plan  passant  par 

l'une  resulte  perpendiculaire  a  Cautre. 

Cela  pose,  soit  S  une  surface  gaúche  lieu  d'un  svstème  arbi- 

traire  de  norniales  AA',  BB',  CC,  , 

Construisons  le  plan  a  passant  par  AA' 

et  perpendiculaiie  au  plan  TÂA'  de- 
termine par  la  normale  AA'  et  la  tan- 
gente AT  à  la  ligne  L  au  point  A,   et 

soit  B'  le  point  oíi   ce  plan  coupe  la 

normale  successive  BB'. 

Si  Ton  suppose  de  faire  mème  cons- 

truction  tout  le  long  de  la  ligne  L,  on 

obtient  sur  chaque  génératrice  de  la 

surface  S  un  point  analogue  à  B'.  Le 

lieu  de  ces  points  A',  B',  C, est 

une  certaine  ligne  L'  dont  les  tangentes 

A'B',  BC, (en  vertu  des  consi- 

dérations  que  Ton  vient  de  dévelop- 

per)   sont   orthogonales   aux    tangentes   correspondantes   de   la 

ligne  L. 

Or   le   plan   «   sur   lequel   est  décrite   la   tangente  A'T'    ;t    la 

ligne  L',   est   le   j)Ian  normal   \\  L  en  A;   conséquemmenl  la   gé- 

jiératrice  de  la  développable  polaire  i^  de  L,  correspoiídant  au 


d'une  ligne  L  =  ABC  . 


Fig. 18 


•)•)■ 


poinl  A,  est  riiiterseclion  des  ])l;ms 

(AA',  laiif^enle  à  V  cn  A'),     (liB',  langenle  a  L'  en  B'). 

Mais  comine  les  langentes  à  L'  aux  poinls  conséculirs  A',  IV 
se  coupeiit  en  A',  riiiterseclion  de  ces  plans  passe  par  le  point  A'. 

En  faisant  niènies  considéralions  touL  le  long  de  L,  on  arrive 
;i  cettc  concliision:  que  la  ligne  IJ  est  tracée  sur  la  dévelop- 
pable  polaire  S  de  la  ligne  L. 

Cette  analyse  déinontre  que:  Sur  la  sur  face  réglíe  S  lieu  d'un 
syxleme  arbilraire  de  normales  d' une  ligue  L,  //  y  a  foujotirs  une 
ligne  \J  {et  une  seule)  donl  les  lajigentes  sont  orl/iogonales  aux 
langenles  correspondantes  de  L.  Cede  ligne  L'  est  Vinlerseclion  de 
la  surface  ríglie  S  avec  la  dtveloppahle  polaire  11  de  L. 

Dans  le  eas  paiiiculier  que  S  soil  la  surface  gaúche  des  nor- 
males principales  de  L,  la  ligne  L'  se  réduit  évidemment  au 
lieu  ties  centres  de  couibure  de  L,  et  le  tliéorènie  general  re- 
vient  ;i  lautrc:  Entre  les  lignes  dfcrites  sur  la  surface  gaúche  des 
normales  principales  d'une  ligne  quclconque,  le  lieu  des  centres  de 
courhure  est  la  seule  qui  jouisse  de  la  propriétí  que  ses  tangentes 
sont  orthogonalcs  aux  tangentes  correspondantes  de  la  ligne  donnée. 

En  supposant  que   la  surface  S  soit  le  lieu  des  droites  AAi, 

liBi,    CCi,    joignant    les    poinls    correspondants    de   la 

ligne  L  et  du  lieu  Li  des  centres  de  ses  sphères  osculatrices, 
on  a  cette  propriété :  Une  ligne  quelconque  de  Vespace  et  Varête 
de  rebroussement  de  sa  développable  polaire,  sont  des  lignes  à  tan- 
gentes orthogonales. 

§  "ÍO 

Lignes  a  courbure  constante.  —  Soient  L,  Lo,  Li  une  ligne  à 
courhure  constante  et  les  lieux  des  centres  des  cercles  oscula- 
teurs  et  des  sphères  osculatiúces.  (Eig.  19). 

Si   (A,   Ao),   (B,  Bo),    (C,   Cl)), sont   des    couples   de 

points    correspondants    des    lignes    L,    Lo,    les    segments    AAq, 

BBo,   CCo, ont  une  longuer  constante,   et  conséquem- 

meut  Lo  est  une  trajectoire  orthogonale  de  ces  droites.  —  La 
tangente  AoTo  à  la  ligne  Lo  et  les  droites  Ai  Ao,  A  Ao  sont  tra- 
cées  sur  mème  plan  AAoAi,  et  au  surplus  les  cleux  premières 
droites  sont  perpendiculaires  à  la  trosiènie  au  mème  point  Ao. 

Ces  condilions  enti-ainent  la  coincidence  des  droites  AqTo, 
AiAo.  Mais  comme  Ton  peut  faire  un  raisonnement  analogue  en 
lous  les  points  de  la  ligne  Lo,  on  arrive  à  cette  conclusion: 
que  les  droites  Ai  Ao,  BiBo,  CiCo, touchent  la  ligne  Lo 
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aux  poinls  Ao,  Bo,   Co. ;   de   sorte   que   la  ligne  Lo  est 

raiòLe  de  rebroussemenl  de  la  développable  polaire  S  de  L. 


Fiff.  19 


Mais  comme  une  développable  admet  une  scule  arète  de  re- 
broussemenl (§  66),  les  lignes  Lo,  Lt  coíncident,  ce  qui  dé- 
montre  que  le  rayon  r  de  la  sphère  osculatrice  et  le  layon  de 
courbure  p  de  la  ligne  L  ont  nième  longueur. 

Si  lon  consiruit  en  A  la  binormale  AN  de  la  ligue  L,  le  plan 
normal  NAAo  de  L  (dans  le  cas  actuei  de  la  coiucidence  des 
lignes  Li,  Lo)  est  le  plan  osculateur  de  Lo  au  point  Ao;  et 
comme  ce  plan  contient  à  son  tour  la  tangente  AoTo,  la  figure 
NAAoTo  est  plane. 

II  s'ensuit  que  la  normale  AAo  ;i  la  ligne  Lq  est  contenue 
dans  le  plan  osculateur,  et  conséquemment  elle  est  la  normale 
principale.  Les  lignes  L,  Lo  onl  donc  mèmes  normales  princi- 
pales,  et  par  conséquent  la  ligne  L  est  tracée  sur  la  surface 
gaúche  des  normales  principales  de  Lq. 

Cette  condition  et  Tautre  que  L  et  Lo  sont  des  lignes  ;i  tan- 
gentes orthogonales  démontrent  (§  69)  que  la  ligne  L  est  le 
lieu  des  centres  de  courbure  de  Lq;  de  sorte  que  Lo  est  une 
ligne  avant  elle-mème  le  segment  constam  AoA  pour  rayon  de 
courbure. 

Celte  analyse  démontre  le  tbéorème :  U7ie  ligne  gaúche  a 
courbure  constante  et  le  lieu  des  centres  de  courbure  onl  vumes 
normales  principales;  chacune  de  ces  lignes  est  a  la  fois  le  lieu  des 
centres  de  courbure  et  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  de 
lautre,  et  leurs  courbures  sont  êgales. 
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§   'I 


Rayoji  de  la  sphère  osculalrice. — Au  §  10  de  la  Iir'me  Partie 
on  démontre  que  dans  une  ligne  sphérique  riemannienne  de 
rayon  /•,  rinclinaison  a  de  la  norniale  principale  à  un  point 
quelconque  de  la  ligne  sur  le  rayon  de  la  sphère  qui  aboutit  à 
ce  point,  vérifie  les  relations 

p  et  -  étant  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion.  En  éliminant 
d'ici  Tangle  a  on  a  le  ihéorème:  Dans  une  ligne  sphérique  rie- 
mannienne le  rayon  r  de  la  sphère  et  les  rayons  p,  t  de  courbure 
et  de  torsion,  sont  lies  etilre  eux  par  la  relation 

(9)  tg2;-=tg2p  +  tg.,(^^y 

Si  A,  A',  A",  A'"  sont  qualre  points  successifs  d'une  ligne 
gaúche  quelconque  L,  on  peut  en  general  construire  une  sphère 
passant  par  ces  points,  sphère  qui  réussit  osculatrice  à  L  en  A. 
Or  comme  la  ligne  L,  dans  le  voisinage  du  point  A,  peut  ètre 
considérée^  conime  décrite  sur  la  sphère  osculatrice,  on  peut 
appliquer  à  celte  ligne  la  formule  (9),  oíi  le  premier  niembre 
est  à  considérer  variable  dans   le  passage  d'un  point  à  Tautre. 

11^  s'ensuit  que:  La  for7nule  (9),  appliquce  à  une  ligne  quelconque 
de  r espace  liemannien,  difinit  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice. 

Soient  (Fig.  19)  A,  Ao,  Ai  trois  points  correspondants  d'une 
ligne  quelconque  L  et  des  lieux  U,  Li  des  centres  des  cercles 
osculateuis  et  des  sphères  osculatrices.  Comme  dans  le  triangie 
AAoAi  on  a  AAo  =  p,  AAi  =  /',  si  lon  pose  AoAi  =  ò,  on  trouve 
la  relation 


.        cos  r 
cos  o  = 


cos  o 


de  sorte  que  si  l'on  rappelle  l'é(|uation  (!)),  on  trouve  que:  La 
distance  ò  entre  le  centre  de  courbure  et  le  centre  correspondant  de 
la  sphère  osculalrice  d'une  ligne  riemannienne  qiielco7ique ,  est  dé- 
finie  par  la  relation : 

(10)  tg5  =  cospígt.^^^. 

ds 
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On  recoiinait  rrici  que  1  une  cies  condilioiís 

<5  =  O  ,      p  =  constante 

entraine  Tautre.  Cest  ce  que  Ton  vient  de  démontrer  au  §  70 
Applicntion.  —  Si  /•  est  conslant,  Téquation  (9)  doiine  par  dé- 
rivatiou 


['SP  +  >S-^-('S-^)]-0 


ds 
Or  comme  cette  équalion  se  dédouble  dans  les  aiilres 

ds  tgt        (Is    \  °  (Is    J 

nn  a  le  théoi'ènie :  Les  lignes  ricmanniennes  clont  les  sphhes  oscula- 
Irices  onl  un  rayon  canstant,  soni :  \  .'^  Les  lignes  h  couibure  cons- 
tante (§  TO);  —  2,°  Les  lignes  donl  les  nujons  de  courbnre  et  de 
lorsion  sont  lies  par  la  relafion 


t-T^rA    V^'        ds     ]        ^ 


Dans   Tespace    lobatscliewskien    les    formules   (9),    (10)   sont 
remplacées  par  les  autres : 

.o  11  1      T  ,  V/   til    p     \   ^ 

(9')  th2r=ih'^p4-th2--  '  ^   ' 


(10')  ilio  =  cliptli- 


ds 

d  th  p 
ds 


§  ^2 

Diveloppantes  et  dereloppies.  —  Oií  appelle  developpanée  d'une 
ligne  L'  une  trajecloire  orthogonale  l^  de  ses  languentes;  la 
ligne  L'  se  dit  réciproquement  une  diveloppée  de  L, 

Une  ligne  à  simple  ou  à  double  courbure  L  adniet  une  infi- 
nité  de  dévelop|íantes  et  de  développées. 

Le  lieu  de  toutes  les  diveloppantes  est  la  diveloppable  osculatrice, 
le  lieu  de  toutes  les  développées  est  la  développable  polaire  de  la 
iigne  donnée. 

La  preniière  proposition  est  évklenle. 

Quanl    à  la  deuxiènie,    il  suílit  de   remarquer  qu'une    deve- 
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loppée  quelconque  L'  d'iinc  ligne  L  est  Iracée  sur  la  surface 
régiée  lieu  â'm\  systènie  de  norniales  à  L,  et  qu'en  outre  L, 
L'  sont  des  ligues  à  tangentes  orthogonales.  En  efíet  ces  con- 
ditions  déniontrent  (§  69)  que  la  développée  L'  est  effectivenient 
décrile  sur  la  développahle  polaire  H  de  la  développante  L. 

Cela  pose,  A,  A',  Ai  élant  des  points  correspondants  de  la 
ligne  donnée  L,  de  la  développée  L'  et  de  Tarète  de  rebrous- 
sement  Li  de  la  développahle  S  (Fig.  19),  construisons  la  bi- 
normale  A'IN'  ;i  L'  et  les  tangentes  AT,  A|Ti  à  L,  Li.  La  tan- 
gente AT,  étant  orthogonale  h  AiTi  (§  69)  et  à  la  norniale  AA', 
est  orthogonale  au  plan  AA'Ai.  Conséquemnient  le  plan  TA  A' 
[plan  osculateur  (AA',  BB')  de  la  ligne  L'  en  A'],  est  perpen- 
diculaire  au  plan  osculateur  AA'Ai  de  la  ligne  L|  en  Ai. 

Ces  deux  plans  osculateurs  se  coupent  suivant  une  certaine 
droite  passant  au  point  A'. 

Or  la  hinormale  A'N'  de  L'  étant  perpendiculaire  en  A'  au 
plan  osculateur  (AA',  BB'),  est  nécessairenient  contenue  sur 
Tautre  plan  AA'Ai,  c'esl-à-dire  sur  le  plan  tangent  à  la  déve- 
loppahle polaire  de  L  le  long  de  la  génératrice  AiTi. 

Mais  comnie  ce  plan  tangent  contient  aussi  la  tangente  à  L' 
en  A',  il  suit  enfin  que  la  norniale  principale  de  la  ligne  L' 
coincide   avec   la   norniale  correspondante   de   la  développahle 


polaire,  ce  qui  dénionlre  que  la  développée  L'  est  une  géodé- 
sique  de  cette  suiface. 

Cela  déni"ntre  que  ks  díveloppíes  (Vune  ligne  sont  des  géodési- 
ques  de  la  développahle  polaire  de  celle  ligne. 

Considérons  niaintcnant  deux  dèveloppées  L',  L"  de  la  ligne  L, 
et  soient  (A,  A',  A"j,  (^B,  B',  B"),  (C,  C,  C"),  .  .  .  des  groupes 
de   points   correspondants   consécutifs   des  lignes  L,  L',  L"   et 
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«,  í,  c,  ...  les  généralrices  AiA'A",  líiBlV,  CiCC",  ...  de  la 
développable  polaire  li  de  L. 

Évidemnient  AA'  et  BB',  AA"  et  BB"  se  coupcnt  sur  la 
droite  a\  BB'  et  CC,  BB"  et  CC"  se  coupent  sur  la  droite  b; 
.  .  .   etc. 

Cela  pose  plaçons  le  plan  osculateur  [ôc)  de  Li  sur  le  pro- 
longement  de  Tautre  plan  osculateur  («Z»),  au  moyen  d'une  ro- 
talion  autour  de  la  droite  b.  En  supposant  que  le  plan  (bc)  dans 
ce  mouvement  entraine  le  quadrilatère  B'C'B"C",  les  ares  élé- 
nientaires  C'B'  et  B'A',  C"B"  et  B"A"  vont  s'arranger  en  ligue 
droite,  car  les  ligues  L'  et  L"  sont  des  géodésiques  de  la  déve- 
loppable !ÍI,  que  lon  deforme  par  flexion. 

II  s'ensuit  que  les  segnicnts  BC  et  B"C  vont  se  superposer 
aux  autres  B'B  et  B"B,  ce  qui  déiuoutre  l'égalilé  des  triangles 
B'CB''  et  B'BB",  et  conséquemment  Tégalité  des  angles  B  et  (]. 
Or  couime  ce  raisonnenient  est  possible  pour  tous  les  autres 
angles  analogues  ayant  les  souunets  aux  poinls  surcessifs  de  la 
ligue  L,  on  a  le  théorème:  Les  tangentes  conespon(la7ites  de  deu x 
díveloppies  quelconques  d'une  ligne,  forment  entre  elles  un  angle 
qui  garde  même  valeur  lout  le  lo7ig  de  ces  développées. 

D'ici  une  construction  géométrique  evidente,  pour  déduire 
Tune  de  Tautre  des  développées  d'une  mème  ligne. 

§73 

Une  ligne  gaúche  quelconque  Li  peut  ètre  considérée  conune 
le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  infinité  d'au- 
tres  ligues  L  (les  trajectoires  orthogonales  des  plans  osculateurs 
de  Lij.  Une  quelconque  de  ces  trajectoires  j)eut  clre  construite 
de  la  facon  suivaiUe. 

Soit  (fig.  19)  Li  une  ligne  de  Tespace,  S  sa  développable 
osculatrice,  L'  une  géodésique  quelconque  de  ^  et  L  une  dé- 
veloppante  de  L'. 

Le  plan  osculateur  (AA',  BB')  de  la  géodésique  L'  est  ortho- 
gonal  au  plan  tangent  AA'A{  de  la  surface  S,  et  ces  dcux  plans 
se  coupent  suivant  la  droite  AA'.  Or  la  tangente  à  L  en  A  est 
sur  le  plan  AB'B  et  sa  direction  est  perpendiculaire  h  la  droite 
AA'",  conséquemment  elle  est  perpendiculaire  au  plan  AA'Ai. 

11  s'ensuit  que  ce  plan  est  normal  à  la  ligne  L  en  A,  que  S 
est  la  développable  polaire  de  L,  et  que  par  conséquent  la 
ligne  Li  est  le  lieu  des  centres  des  spbcres  osculatrices  de  L. 
On  peut  donc  énoncer  ce  théorème:  Pour  quune  splière  mobile 
soit  dans  loules  ses  positions  la  sphhe  osculatrice  dune  ligne  de 
i espace,   il  est  nécessaire  et  sufjisa7it  que  son  rayon  (a  chaque  ins- 
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lant  (hl  motivement)  soil  égal  a  la  distnnce  entre  le  poÍ7it  de  la 
ligne  Li  pa/cou/ue  par  le  centre,  et  le  point  correspondant  d'une 
développante  L  d'une  géodésique  quelconque  de  la  développahle  os- 
culatrice  de  la  ligne  L|. 

§  74 

Jnclinaison  d'une  ligne  sur  les  droites  rectifiantes.  —  Soient  AT, 
AN,  AB  et  AG  la  tangente,  la  normale  principale,  la  binorniale 
et  la  droile  rectifiante  au  point  A  d'une  ligne  gaúche  non-eucli- 
dienne  L,  et  posons 

Angie  GAT  =  /. 

Si,  en  suivant  les  idées  du  §  65,  on  construit  h  Tentoiír  de  A 
une  surface  fermée  d'une  telle  petitesse  que  Tespace  enclos 
puisse  ètre  regardé  conmie  euclidien,  on  a  à  Tintérieur  de  cet 
espace  la  formule  connue 

Flexion 


tgz  = 
c'est-à-dire 


Torsion 

r/s 
.      '~di 
'  =  -d^- 

ds 


Or  comnie  cette  relation  subsiste  niénie  si  Ton  supprime  la 
surface  que  Ton  a  coiíslruit,  si  Ton  rappelle  les  définilions  du 
§  64,  on  a  ce  résultat:  Dans  une  ligne  a  double  courbure  quel- 
conque, Vinclinaison  de  la  droite  reclifiajite  sur  la  tangente  est 
définie  par  la  relation 

(12)  cot?"=.^^  (dans  Tespace  r.) 

tgx 

(12')  cot  i^  (dans  Tespace  1.) 


Formules  relatives  a  Varête  de  rebroussement  de  la  dcveloppable 
rectifiante.  —  Soit  L  une  ligne  décrite  sur  une  développahle 
quelconque   S,    Li    Tarète    de    rehroussenient   de    S,    (A,   Ai), 
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(li,  Bi),   (C,  Cl),    .  .  .    des    coiiples    de   points   correspondants 
siiccessils  des  lignes  L  el  Lj,  et  T  lenr  dislaiice  variable. 

Si  Von  déciil  l'arc  circulaire 
AM  de  centre  Ai  et  de  rayon 
AiA  compris  dans  langle  infi- 
niment  pelit  AAiB  =  í/2i,  oh  dé- 
duit  de  la  íig:ure 


I}M=A|M-A,]}  =  AiA 
-(BiB-AiBi)  =  AiH, 

—  (BiB  — AiA)  =  ^A(-r/T, 

c/s[  élant  Tare  élémentaire  de  L{, 
Eii  introduisant  ici  l'inclinai- 
son  /  de  la  ligne  L  sur  les  gé- 
nératrices   de    la    développable   12,    on    trouve    la    relalion 


Fig.  21 


íA-i  =  BI\I  +  (/T  =  AB  .  cos  /+  í/T  =  (cos  i  +  ^  j  d.s. 

D'ailleurs,  si  Tespace  est  riemannien,  on  a  pour  expression 
de  Tangle  de  contingence  de  Li 


í/si 


AM  sin  t .  ds 


sin  T  sin  T 


On  conclut  donc:  5'?  L  est  une  ligne  riemannienne  décrite  sur 
une  développable  quelconque  S,  et  Li  est  Varête  de  rebroussement  de 
cetle  développable,  on  a  les  relations: 

1  dT\  v"^  ^  "^  ~í/r)  ■  ^"^  ^ 

(13)       í/ã1=  ( cosi +  —J—)  í/5,       tgpi= -. — : . 

^       ^  \  ds   /  '  SHl  t 

Dans  le  cas  parliculier  que  L  soit  une  géodésique  de  la  dé- 
veloppable S,  Tangle  i  est  defini  par  la  relation  (12).  En  outre, 
si  Ton  suppose  d'étaler  la  surface  S  sur  un  plan,  la  ligne  L  se 
réduit  à  une  droite;  de  sorte  que  si  Ton  a  recours  h  la  for- 
mule (3)  du  §  61  (F'"''  Partie),  on  trouve  dans  le  cas  actuei 


(14) 


tgT  = 


1  + 


dl 
ds 


tsrt 


d 


ds   \  tg  p 


En  éliminanl  eníín  Tangle  /enlre  les  équalions  (12),  (13),  on  a 
ce  résullat:  Pour  l'arète  de  rebrousxemeiít  Li  de  la  développable  i-ecli- 
fianle  d'une  lii^ne  riemaniiienne  fjuelconque  L,  oiit  lieu  les  relations: 


dH 


1  + 

dV 
ds 

v'-(S)" 

1  + 

v/ 

r/T 
ds 

tgp/ 

V  tfí  P  / 

Igx 

^ds 


(15) 


ftg:  pi  = ^-^ sin  T 

tgp 

/rt!  distance  T  í7rt?2f  dífinie  par  la  formule  (14). 

Si  la  ligne  L  est  donnée,  tg  p  et  tgx  sont  des  fonctions  con- 
nues  de  Tare  s.  En  s'appuyant  alors  aux  éqiiations  (14),  (IB), 
on  peut  (au  moyen  d'une  siniple  quadrature)  exprimer  5i  et  tgpi 
en  fonclion  de  s,  et  conséquemnient  le  rayon  de  courbure  pi 
de  Li  en  fonction  de  Tare  ^i. 

Quelle  que  soit  la  défonnation  par  flexion  que  l'on  fait  subir 
à  la  développable  S,  pourvu  que  ses  génératrices  restent  recti- 
lignes,  les  formules  que  Ton  vient  de  trouver  gardent  leur 
forme  invariée.  —  Cela  explique  Timpossibilité  de  Texistence 
d'une  formule  du  type  de  la  deuxième  (15),  définissant  le  rayon 
de  torsion  ti  de  la  ligne  Lj. 

Une  telle  formule  ne  peut  pas  exisler,  pour  la  simple  raison 
que  Ia  torsion  de  la  ligne  Li  n'est  pas  un  invariant  de  flexion 
de  la  développable  S, 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  des  formules  et  des  re- 
sultais analogues. 

§76 

Formules  relalives  aux  développnnles.  —  Soient  (fig.  li))  L  une 
ligne  quelconque  de  l'espace,  (Lo,  L|)  les  lieux  des  centres  des 
cercles  osculateuis  et  des  sphères  osculalrices,  et  L'  une  déve- 
loppée  quelconque  de  L. 

On  sait  que  la  ligne  L'  est  une  géodésique  de  la  développable 
polaire  S  de  L  (§  72)^  conséquemiuent  Tinclinaison  ?'  de  cetle 
ligne  L'  sur  les  généi-atrices  de  S  est  déíinie  par  la  formule  (§  74) 

^        ^  ^  to-  o' 

^&  p 
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Cela  pose,  si  Von  remarque  que  ÂAq  =  p,  AA'  =  T,  AÃ'Aq  =  i", 
ou  oblieul  du   trianj^le  rectangie  AA^A': 

sin  p  ^—  SIM  T  ,  sin  i  - 


1  + 


ftgp'Y 


et  puisqiie,  en  développanl  la  figure  (ABC  .  .  .,  A'B'C'  .  .  .)  sur 
un  plan,  on  a 

(17)  T  =  5'  +  f, 

c  étant  uue  constante,  on  trouve  la  íornuile  définitivc 

sin  T  sin  (a''  -|~  c) 


(18)  sinp 


\/H-eTV'+(i?r' 


Le  plan  Â^AB  osculaleur  de  la  ligne  L  en  A,  et  le  plan  A'AB 
touchant  la  développable  osculalrice  de  la  ligue  V  le  \ong;  de  AA', 
se  coupent  suivant  la  tangente  AB  de  L,  et  leur  dièdie  a  pour 
section  droite  Tangle  AoAÂ'.  II  s'ensuit  que  AqAA'  est  Tangle  6 
que  le  plan  osculateur  de  la  ligne  L  fait  avec  le  plan  tangent  a 
la  développlable  dont  Tarète  de  rebroussenient  esl  L'.  Cet 
angle  6  vérifie  la  relation  (!)  du  §    19  (IIFmc  Partie)  et  Taulre 

(19)  tgp  =  tgT.cose, 

que  lon  deduit  du  triangle  rectangie  AAqA'.  En  éliniinant  donc 
d'ici  le  paraniètre  6,  on  trouve 


(90)  j-='^Ji-n^Y — j j-(iip 

^     ^       tgx        tgp  V  VfgT/  /        /tgT\2   f/'^  VigT 

Or  si  ]'on  étale  sur  un  plan  la  développable  dont  Tareie  de 
rebroussenient  est  la  courbe  L',  on  oblient  par  Topplicalion  des 
formules  du  §  65  (I"*^  Partie): 

(21)  (/5  = -i:!!L^  í/s' , 

tgp' 
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el  réqualion  (20)  revient  ainsi  ii  raiitrc 


(22)   A_^':^i/i-m 


?V  igp'  <^  Í^S9 


V'-© 


sinT 


tffp\2  ds'\lgV 


En  ayant  recours  à  Téqualion  (17)  du  §  19  (III^'"*^  Partie)  et 
à  rautre 


.     -        cos l 
sin  o  = 


cos  p 


dérivable  du  triangle  rectangle  AAoA',  on  peul  inettre  la  rela- 
tion  (22)  sous  la  forme: 

.^„>         1      _  cosp.tgp'  d   (  Qo?,i\    I         cos^z 


tg  X       sin  T  ^oos2  p  —  cos2  ?  ds'  \  cos  p  7         sin  ? .  sin  p 

Si  la  ligne  L'  est  définie  au  moyen  de  ses  rayons  p',  x'  ex- 
primes par  Tare  s',  on  peut,  à  Taide  des  équalions  (16),  (17), 
(18),  (22),  [ou  (23)],  avoir  tgp  et  tgx  en  fonclion  de  s'- . 

Mais  comme  la  formule  (21),  après  une  simple  quadrature, 
permet  d'exj)rimer  s'  par  s,  on  peut  cnfin  oblenii-  tg  p  et  tgx 
en  fonclion  de  s.  —  En  éliminant  alors  s'  entre  ces  expressions 
et  rintégrale  de  Téquation  (21),  on  oblient  tg  p  et  tgx  en  fonc- 
lion de  (í-j-í"),  <^  élant  une  constante  arbitraire. 

A  cliaque  valeur  de  celte  constante  correspond  une  dévelop- 
panle  L  de  la  ligne  L'. 

Or,  comme  dans  Tespace  lobatscbewskien  on  peut  élablir 
des  formules  analogues,  on  arrive  ;i  ce  resultai :  La  détennina- 
lion  cies  développantes  d  une  ligne  non-euclidienne  quelconque,  se 
fait  par  une  simple  quadrature. 

Formules  relatives  aux  développées.  —  Le  rayon  de  courbure  p' 
de  la  développée  L'  ne  cliange  nullement  dans  la  flexion  de  la 
développable  osculaliice  de  cette  ligne.  II  s'ensuit  que  dans  le 
calcul  des  éléments  de  la  ligne  L',  on  peut  employer  les  for- 
mules relatives  à  la  développée  des  lignes  planes  (§  67 — 1), 
pourvu  que  Ton  y  renqjlace  le  rayon  de  courbure  p  de  la  dé- 
veloppée par  la  distance  T  entre  les  points  coirespondants  des 
lignes  gaucbes  L,  L'. 
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On  oblienl  ainsi  les  fonnules 


(24)  t  -  p'  =  -  sin  T  .  '  -y  ,     s'  =  í'  -  T , 

c    élaiit    une    constante    arbilraire.  —  INIais    coninie    le    triangle 
lectangle  AAqA'  donne 


.     .       sin  f) 
sin  i 


sin  T 

il  resulte  la  relation 

(25)  ig.=    ^      -  ^ 


^  P         / si n'^  r  —  sin-  p 

En  la   résolvant  par  rapport  à   tgt',  on  obtient  en  verlu  de 

la  relation  (24): 

,    ^,  ,  sin  p.  sin  T        dT 

(26)  tgx'  =  --=^^^^..-^. 

Y  sin-^  1  —  sni-*  p     "-^ 

Dans  Tespace  lobalschewskien  on  a  des  formules  analogues. 

§  "?» 

Applications.  —  1.°  En  éliminant  T  entre  les  équations  (24), 
on  Irouve  que :  Les  are  élévientaires  correspondanls  d  une  ligne 
riemannienne  quelconque  L  et  d' une  de  ses  développées  L',  sont  lies 
entre  eux  par  la  relatiori 

ds        sin  (c  —  5') 
'^     ^  ds'  tg-p' 

On  peut  tirer  d'ici  bien  de  conséquences.  En  supposant  par 
/  •' 
exemple  -y- =  constante  =  X-,  on  déduit  de  Téquation  (27): 

tg  p'  =  k  .  sin  (í-  —  5'). 

Telle  est  la  relation  caractéristique  pour  une  ligne  riemannienne 
dont  Vare  est  une  fonction  linéaire  de  Vare  d\ne  de  ses  díveloppées. 

2.°  Dans  riiypollièse  p' =  constante  =  a  la  preniière  équa- 
tion  (24)  doniíe  par  intégration 

COsT  =  (5+5y).tgr/, 

Sq   élant    une   conslanie  arbilraire.    Si  donc  on  remaique  que, 
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dans  rétalement  de  la  développable  osculalrice  de  L'  sur  un 
plan,  le  seginent  T  se  réduit  aii  rayon  de  courbure  de  la  trans- 
fonnée  plane  de  Ia  dévcloppante  L,  on  a  ce  ihéoréinc  :  Sur  la 
íUveloppable  viemannienne ,  donl  Carêle  de  rebroussement  est  un 
cercle  gaúche  de  rayon  a  (1),  le  rayon  de  courbure  géodésique  p,, 
d' une  trajectoire  orlhogonale  des  gênèratrices,  est  defini  par  Véquation 

cos  [jg  =.  (.5  -f  Sq)  ig:  a  . 
3.»  En  resolvam  par  rapport  à  -"^^  réquation  à  laquelle  se 


sin  p 


réduit  (25)  en  y  remplacant  T  par  p^,  on  troiive  que:  Sur  une 
développable  riemannienne  quelconque  les  rayons  de  courbure  absolue 
et  géodcsique  p  et  p^  d'une  trajectoire  orthogonale  L  des  gênèra- 
trices sont  liées  aux  rayons  de  courbure  et  de  torsion  p'  et  t'  de 
rareie  de  rebroussement  L',  par  la  relation 


sin  p        V 


On  déduit  d'ici  cetle  propriélé:  Si  pour  Varête  de  rebrousse- 
ment L'  d'une  développable  riemannienne  le  rapport     ^JL  est  cons- 

tg-x' 
tant,  pour  toute  trajectoire  orlhogo7iale  L  des  gênèratrices  rectilignes 

t  autre  rapport      .         est  aussi  constant.  Et  réciproquement. 
Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  des  resultais  analogues. 

CHAPITRE  VI 

§  ^9 

Bertra.nd  a  fail  voir,  le  prenuer,  que  si  les  deux  courbures 
d'une  ligne  ont  un  rapport,  constant,  cette  ligne  est  une  hélice 
cylindrique  (^). 

Ce  théorènie  et  sa  reciproque,  dont  la  démonstration  a  paru 
ensuite,  nous  perniettent  de  diie  que  dans  Tespace  ordinaire 
réquation 

p 

--=  constante 


(  )  (  ercle  ganche  de  rayon  a  est  toute  ligne  de  l'espace  dont  le  rayon 
de  courbure  est  le  segnient  constant  a. 

(2j  Journal  de  Malhématiques,  1848  (p.  423). 
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caraclérise  une  famillc  bien  définie  de  lignes:   les  hélices  cylin- 
driques. 

La  queslion  analogue  que  Von  peul  se  proposer  dans  les  es- 
paces non-euclidiens  consiste  a  rechercher  la  famille  de  lignes 
caractérisées  par  une  des  relations 


tgp 


tffx 


constante, 


th 


thx 


=  constante, 


suivanl  la  nature  de  Tespace, 

Toutes  ces  ligues  jouissent  évidemment  de  la  propriélé  ca- 
ractéristique  d'ètre  des  trajectoires  isogonales  des  génératrices 
de  leur  développable  rectifiante  (§  74),  conformément  a  ce  qu'il 
a  lieu  pour  les  hélices  euclidiennes. 

Mais,  ainsi  que  Ton  le  verra,  celle  analogie  ne  va  pas  plus  loin. 

En  eíiet,  si  Ton  élale  sur  un  plan  la  développable  rectifiante  2 
d'une  ligne  riemannienne  L  vérifiant  la  condition 


(I) 


igP 


tg 


cotí , 


ou  i  est  une  constante,  on  obtient  une  figure  conslituée  par 
une  suite  de  droites  inclinées  de  Tangle  constant  i  sur  une 
droite  fixe  L.  L'enveloppe  V  de  ces  droites  est  évideuiment  la 
transformée  plane  de  Tarète  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable S. 

Pour  évaluer  la  di^tance  T  entre  les  points   correspondants 

des  ligues  L,  L',  il  suffit  de 


fa 


ne 


/=  constante,    p  =  ^r 

dans  la  relalion  (3)  du  §  61 
(I'"^'  Parlie),    ce  cjui  donne 

Cela    déniontre    que    la 

droite  L   est   la  ligne   ten- 

geutielle  de  L'-,  conséquem- 

nient  cette  ligne  L'  est  uu 

Fig.  22  cercle  (§  76  —  1). 

Joignons  mainlenant  un 
point  quelconque  A'  de  ce  ceicle  à  son  pòle  O,  prolongeons  la 
droite  jusqu';i  son  rencontre  P  avec  la  droit  L,  et  conslruisons 
le  point  A  de  L  correspondant  à  A'. 

Le  point  A  est  évideuunent  le  pòle  de  la  dioile  OP,  de  sorte 
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que  Ton  a 

i  =  Á^AP  =  A'P  =  OP  —  OA  . 

Le  rayon  r  du  cercie  L'  a  dono  pour  cxpression 

(2)  r  =  l-i. 

En  rcmarquant  erifin  (|ue  daiis  toiite  flexion  d'une  dévclop- 
pable  conservam  rectilignes  ses  génératrices,  Tarète  de  rebrous- 
sement  garde  inaltéiée  sa  courbure,  et  que  par  conséquent  a 
une  transforniée  plane  circulaire  de  cette  arète  correspond  dans 
Tespace  un  cercle  gauelie,  on  a  le  théorème:  Une  ligne  rievian- 
nienne  clonl  les  rayotu  de  courbure  et  de  torsion  vcrifient  la  condi- 
lion  (1),  est  une  pai íiculière  géodésíque  d'une  diveloppahle  ayanl 
pour  arête  de  rebroussement  un  cercle  gaúche.  Entre  le  rayon  v 
de  ce  cercle  et  l'inclinaison  constajíle  i  de  la  ligne  sur  ses  droiles 
rectifiantes,  subsiste  la  relation  (2). 

§80 

En  s'appuyant  sur  les  équations  que  l'on  vient  de  démontrer, 

on   réussit   quelquefois    à   trouver   la  relation    entre   le  rapport 

iso    /        thp\        ,,  ,  .  •     ,-.       p      -11     1 

— ^-^  I  ou     .         et  1  are,  caracterisant  une  paiticuíiere  ramille  de 
tgx    \        tht/  ^ 

lignes  non-euclidiennes. 

Nous  allons  donner  trois  exemples  de  lapplication  de  ces 
niéthodes  particulières. 

1."  En  éliminent  T  et  p  entre  les  équations  (17),  (18),  (19) 
du  Chapitre  v,  on  trouve 

(3)  Í^  =  tgô.cos(5'  +  c). 

Telle  est  la  relation  gui,  dans  une  développable  riemannienne 
quelconque  S,  lie  l  are  et  les  rayons  de  V arête  de  rebroussement  L', 
h  iajigle  6  que  le  plan  osculateur  d'une  trajectoire  orthogonale  L 
des  généralrices  rectilignes,  fait  avec  le  plan  tangenl  a  la  dévelop- 
pable. 

Lorsque  la  ligne  L  est  plane,  on  a  ces  propriétés: 
a)  le  lieu  L^j  des  centres  de  courbure  levient  h  sa  développée 
plane,  et  conséqucninient   à  une  géodésiqup  de  la  (íéve- 
loppablc  polaire  ]j  tle  la  liyne  L  (§  72); 
VoL.  VII  —  M.o  4  á 
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b)  cette  dévcloppable  II  se  réduit  a  riiypercòne  ayant  pour 

seclion  (livLíile  priíicipale  la  ligue  plane  \a)\ 

c)  Tangle  6  que   les    tangenres  correspondantes  des  dévelop- 

pées  L',  Lo  de  la  ligne  L  fonneiil  enlre  elles  est  constant 
(§  72). 
En  reniarquant  enfin  que  si  les  géodésiques  L',  Lq  de  S  se 
coupent  en  P,  la  propriété  c)  subsiste  nième  en  ce  point,  on  a 
le  théorèiue:  Toule  géocíésique  L'  d'un  hypercône  riemannien,  la 
sec/ion  (hoite  principal e  exceptée,  est  caraclériúe  par  la  relation  (3), 
oú  d  est  1'angle  sous  lequel  la  géodhiqtie  considirée  coupe  la  seclion 
droile  principule. 

2."  Si  Ton  suppose  p^  conslante  =  o,    on    obtient   en   résol- 

,    Igx' 

vant  Téquation  (18)  du  §  16  par  rapporl  a  j'. 

'&  P 

tgp'  _  i/sin^3(^^4-c)  — sin^a 
^  '  Is  x'  sin  a 


Celte  relation  ení/e  les  rayons  et  larc  d' une  ligne  rieyyiannienne 
a  double  courbtire,  caractérise  les  développies  du  cercle  gaúche  de 
rayon  a, 

3.°  En  inlroduisant  riiypolhèse  T  — conslante  =  «  dans  Téqua- 
lion  (14)  du  §  75,  on  oblient 

di  ds 


sin  2        lg« 
d'ou   il   suit  par  intégration 

to 


Sq  étant  une  constante  arbitraire.  —  Or  comme  Ton  déduit  d'ici 

colt  =  —  sh  I 

\  tg« 

on  voit  (pie  la  condition  T  =  a  équivaul  a  lautre 

Oii   ;i    (!i)i;c    Ic   lli('()U'ii:{' ;    La  iih.tivii  [l^)  (((unliii^e  vnc  qtiel- 
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comim  (/es  l/gnes  h  double  courhure  ricwannienms  a  luquelh  se 
riduil  la  base  (/'une  tracliice,  par  une  suUe  fnfinie  (/e  flexions  arhi- 
iraiies  infinimenl  peliles  i/u  plan  </e  cetle  cuurbe,  autour  </e  ses 
tangentes  successives. 

Dans  1'cspace  lobatschewskicn  on  a  des  ihéorèmes  analogues. 

S  81 

Ces  cas  particuliers  résolus,  iious  allons  déiiiontrer  qu'il  est 
possible  (/('lerminer,  par  une  mét/iode  générale  et  uniforme,  la  fa- 
mille  c/e  lignes  gaúches  non-euclk/iennes  ou  le  rapport  (/es  lanoentes 
(circulaires  ou  kyperboliques)  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion 
est  une  fo?iction  de  Vare,  donnle  ar/ntrairement  (/'avance. 

Soit  L  une  ligne  rieinannienne  vériíiant  la  coiidiliou 


(6) 


tgt 


=  ?Oê:*i. 


(oú  cp  est  un  symbole  fonclionnel  connu),  S  la  développable 
rectiíianle,  Lj  Tarète  de  rebroussement  de  celte  smface  et  / 
rinclinaison  de  la  ligue  sur  les  génératrices  ret-lilignes  de  S. 
Si  Ton  élale  la  surface  S  sur  un  plan,  L,  se  réduit  h  une  ligne 
plane  Ai  et  L  à  une  droite,  que 
nous   prenons  pour  axe  des  x. 

En  adoplant  alors  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  ;i  cette 
droite  à  lorigine  de  Tare  s  de 
la  ligne  L,  il  est  évident  que  cet 
are  se  réduit  au  scgnient  OB 
que  la  tangente  à  la  ligne  Ai 
à  un  point  quelconque  coupe 
Taxe  Õx. 

Or  si  Ton  fait  H  =  O  dans 
Téquation  (2)  du  §  22  (I^"^  Par- 


Fig.  23 


tie),  en  rapjDelant  en  outre  la  signification  géométrique  des  coor- 
données  (E,  II),  on  trouve  que  le  seginent  OB  (c'est-à-dire 
Tare  i)  est  lié  aux  coordonnées  ç  =  tg:a?,  r^  =  tgr,  par  la  relation 


0) 


tgi- 


_  ^.r/Yj--/j.</^ 


dr\ 


En  reuiarquant  que  la  langcnic  à  la  ligne  plane  Ai  au  poinl 
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générique  (^,  /,)  et  ]'axe  des  x  ont  pour  équalions  (§  22  —  I] 


H--^  =  (E-^).^,     H^O, 


Texpression  de  la  langenle  de  Tangle  i  fornié  par  ces  deux 
dioiles  se  déduil  de  la  troisiènie  équaiion  (16)  du  §  8  (I^'"  Partie), 
en  y  supposant 

a^dr^,     b  =  —  d^,     c  =  —  {c,dr^  — -qdc,) ;     ai=0,     l^\=\,    fi^O. 

On  trouve  ainsi  

^^.   /(MEíZIZ±^ 
^  d^ 

mais  comnie  d'ailleurs  (§74) 


te:  2  = 


on  a  évidemment  la  relation 

tg  p      Í^J ^ 


^^^       tg-       ^(^.,/-^_r^.,/^,2  +  ,/-^a      J{l-dr^-r^'^ 


di\ 


+  1 


En  éliminant  enfin  tg5  et  -^^  entre  les  équalions  (6),  (7), 
(8),  on  a  ce  théorème:  ^ 

Si  les  rayons  de  courbure  el  de  lorsion  p,  x  d'une  ligne  gaúche 
riemannienne  L  sonl  liís  a  rate  par  la  relation  (6),  dans  Vétale- 
menl  de  la  développable  reclifianle  de  L  sur  un  plan,  Varêle  de  re- 
broussement  Li  se  rcduit  a  une  ligne  plane  Ai  vérifiant  Véquation 
différenlielle 

A 

dg /  ^.d-q  —  ri.d^ 

Reciproque  —  Soit  inversément  Ai  une  ligne  plane  définie  par 
Téqualion 

(10)  vi  =  ^'(^). 

Si  Ton  réduit  le  plan  do  la  ligne  \\  une  développable,  au 
juoyen  d'une  suite  iníinie  de  (lexions  iníiniinent  pelitos  autour 
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de  successives  longciítes  de  Ai,  l'axe  des  x  donne  origine  ;i  une 
ceitaine  ligne  ii  douhie  courbure  L,  dans  laquclle  ont  lieu  Ics 
relaiioDs 


df^ 


t8:p 


dq 


'"  \/h-lt +'  ""<V 


Or  conime  \\n\  déduit  d'ici 


^i"(^)' 


^F(E 


H'''(^) 


-1-1 


te- Cl 


tgx       r(^)' 


on  a  ce  théorème  :  Si  Von  asxujellie  le  pfan  de  la  ligne  vieman- 
nienne  A|  reprnenlée  par  Vêqualion  (10),  a  une  suite  infmie  de 
flexions  arhilraires  infinimenl  peliles,  aulouv  de  ses  successives  tan- 
gentes, Vaxe  des  x  se  riduit  a  une  courbe  gaúche  L,  dont  les  rai/ons 
de  courbure  et  de  torsion  ^  et  x  sont  liis  a  Vare  s  par  la  relation 
resultam  de  V éhmination  du  paramctre  c,  entre  les  deux  équations 

^  r(^)  ^     '  ^^'  tgp 


Dans  Tespace  lobatschevvskien  on  a  des  ihéorèmes  analogues. 


§  H2 

Ces  théorèmes  suffisent  en  bien  de  cas  pour  lésoudre  notre 
problème. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  une  ligne  gaúche  L 
dans  iaquelle  a  lieu  la  relalion 


(12) 


tgP 


tgx 


=  a.  sin  s-\-  b .cos  s  , 


a  et  ò  étant  des  constantes.  —  En  Técrivant  sous  la  forme 


tg p  .      .       a.la:  s-{-  b 

-2-^  -=  CO  (tg  S)  =  "  , 
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l'fquali()ii  [9)  se  réduil  ;i  rauire 


a^  -f  ò       ar^  -\-  1  ' 
d'ou  il  suit  par  intégration 

a^  +  ^  =  c  («-/j  +  I), 

c  étanl  une  constante  arbitraire. 

Or,  quelle  que  soit  la  valeur  de  c,  cette  équation  represente 

une  droite   passant  au   point   fixe   P(^  = ,   'r  — |.    La 

'  \  a       '  a  : 

ligne  Al   se  réduit  a  cc  point,  et  la  développable  S  à  un  cone 

ayanl  le  sonimel  P, 

Cela  dénionlre  que  la  ligue  L  est  une  géodésique  crun  cone. 

II  subsiste  nièuie  la  propriété  récijjroque,  bien  qu'elle  ne 
puisse  pas  ètre  déniontrée  ici  par  Tapplication  du  deuxième 
théoréme  du  §  81.  En  efíet  dans  toute  géodésique  d'un  cone 
riemannien  on  a  la  relation  (§  28  —  III) 

-hJI  —  cot  m .  sin  (s  -{-  so) , 
tgx 

que  Ton  peut  mcttre  tout  de  suite  sous  la  forme  (12). 

II  s'ensuit  que:  Les  gioclésiques  des  cones  riemanniens  aont  ca- 
ractérisees  par  la  relation  (12). 

Pour  a  =  O  la  (12)  sa  réduit  ;i  la  relation  caractéristique  pour 
les  géodésiques  des  hypercònes  (§  80). 

Dans  l'espace  lobatscbewskien  on  a  des  formules  et  des  re- 
sultais analogues. 

§  83 

Em  comparant  les  príncipes  que  Ton  vient  de  démontrer 
dans  les  géomélries  non-euclidiennes  aux  piincipes  analogues 
de  la  géométrie  ordinaire,  on  pcut  (pielque  fois  faciliter  la  ré- 
solution  générale  de  notre  problème. 

Hemarquons  d'abord  que,  par  un  procede  tout-à-fait  analogue 
au  précédent,  on  paivient  ;i  cette  propriété:  Si  pour  une  ligne 
gaúche  euclidienne  L  esl  vciifue  la  relation 

(13)  |  =  ?(^), 
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pour  la  ligne  plane  Ai  a  laquelle  se  réduil  Varêle  th  rebroussement 
Li  de  la  clcveloppable  reclifiante  de  L,  après  Vétalement  de  celte  sur- 
face  sur  un  pla7i,  subsiste  Vaulie  relalion 


(14) 


dx  _  ^   IX.  dy  —y.dx 
dy  \  dy 


Cela  po.sé,   si  dans  Tespace   rieinaiiiiien  on  i('in|)lace  la  r(;la- 
tion  (6)  par  Tautre 


(15) 


tffT 


=  Cp  (lg'5).COS  s 


[ce  qui  revient  évideminent  à  changer  la   fonction  '-p(tg.<)  dans 

I  autre      -      ,    en    appliquant    en    oulre  Te^alité  (9),    on 

trouve  féqualion  diíTérentielle 

</^  _,   l^.dq  —  -ri.d'z 

ayant  inème  forme  de  (14). 

Cela  démonli-e  que:  La  dtlenninalion  des  lignes  riemannieimes 
caraclhisées  par  la  relalion  (15),  et  des  lignes  euclidiennes  cara- 
ctérisces  par  l' autre  relalion  (13),  se  fait  en  infégrant  même  équa- 
tion  différenlielle. 

§8i 
Applications. —  1."  Dans  Tespace  euclidieii  la  relalion 

^  =  as-\-b, 

t 

ou   a  et  b  sonL  des  constantes,   caractérise  les  géodésique   des 
cones. 

Pour  les  géodésiques  des  cones  rienianniens  on  a  donc  (lliéo- 
rème  précédent)  celte  relalion  caraclérislique 


tffx 


=  {a.\^s-\-b)  cos  s  =  a  sin  s  -\-  b  cos  s  , 


qui  coincide  avec  Ia  relation  (12). 

2."  On  prouve  aisénient  (jue  lorsque  L  est  une  ligne  de  Tes- 
pace  euclidien,  telle  que 

p  ,'»      a 

-)   =-, 

X  /  5 


(16) 
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la  ligne  plane  A|  vérific  l't'(jiialion  diUérentielle 

11  en  derive  que:  Lu  recherche  cies  lionês  7Íeman7ueii7ies  caracté- 
risées  par  la  relation 

(17)  /!iP\"'^-^.eos'»., 

dépend  de  1'inlegralion  de  vume  iquation  dijféren/ielle 

du  cas  précídent  (16). 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

c  désignant  une  constante  arbitraire,  et  Tinlégrale  singulière 

La  preniière  équation  represente  une  suite  de  droiles,  et  Ia 
deuxiènie  une  certaine  ligne  que  Ton  peut  concevoir  comnie 
Tenveloppe  de  ces  droites.  Telle  enveloppe  est  la  transformée 
plane  Ai  de  Tarête  de  rebroussement  Li  de  la  développable 
rectifiante  de  L. 

Si  Ton  a  inversement  une  ligne  plane  Ai  définie  par  Téqua- 
tion  (19),  on  déduit  successivement 

w+l  1 

a  »»  a '« 

de  sorte  que  si  Ton  a  recours  aux  équaiions  (I  1),  on  trouve  les 
relations 

^  —  ni — -  =lgs,     a     '« »«  =  -2—  .  cos  s  . 

En  éliminant  enfin  le  paramètre  ^,  on  tombe  (après  quelques 
transíbrmations)  sur  Téqualion  (17).  On  a  donc  le  théorènie : 
La  ligne  la  plus  générale  de  l' espace  riemannien  L  dans  laquelle  est 
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vnifiie  la  relalion  (15),  esl  caraclêrisée  par  la  propriflé  que  Varête 
de  lebrousxement  L|  <le  sa  développahle  reclifinnte,  apiès  Célalement 
de  celte  surfnce  sur  u?i  pia?},  se  rídxiit  a  la  ligne  plane  Ai  définie 
par  l'cqtiahon  (19),  el  Ja  géodésifjue  L  h  V axe  dex  x. 

Cus   particuliers.  —  Si    Ton    fait    les    hypothèses    successives 

m==  1,  m  =  —  1,  m=^  —  ~,  réqualion  (17)  donne  respeclivement 


(20) 
(21) 
(22) 


2 

tgp  «.cos^s 

tg  T  sin  s 

^S  ?  .    I  sin  s .  cos  s 


^•- 


tgx 

tg  p  sin"''  5 


te-x 


Après  1'étalement  de  la  développable  S  sur  un  plan,   Tarète 
de  rebroussemenl  Li   et  la  ligne  L  se  réduisent:  à   la  parabole 

(23)  ,  =  ii 

et  à  la  tangente  au  sommet;  h  la  parabole 
(2i)  f=-/i«^ 

et  à  son  axe;  à  Thyperbole  équilatère 

(25)  _4^yj=«2 

et  à  une  de  ses  asymplhotes. 

On  a  donc  le  théorème:  Leu  relations  (20),  (21),  (22)  caraclérisent 
les  lipies  gaúches  riemanniennes  auxquelles  se  rcduit  respeclivement : 

\.°  une   (les    demí-droiles   dans  lesquelles  le  sommet  de  la  para- 
bole (23)  parlage  la  tangente  en  ce  point , 

2.°  l'axe  de  la  parabole  (24), 

3.°  une  des  asymplhotes  de  Vhyperbole  (25), 
lorsque  les  plans  de  ces  lignes  sonl   rêduits  a  des  sur  faces  dévelop- 
pables,  au  moyen  d'une  suite  infmie  de  pexions  arbilraires  infiniment 
petites  autour  de  leurs  tangentes  successives. 

Recherches  et  résultats  analogues  dans  Tespace  lobatschews- 
kicu. 
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SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES 

CONTENANT  UN  SYSIÈIVIE  LINÉAIRE  SIMPLE 

DONT  CHAQUE  COURBE  POSSÈDE  UNE  INVOLUTION 

DE  TERNES  DE  POINTS 


PAR 


LUCIEN   GODEAUX 

à  Morlanwelz,  Belgique 


M.  Castei.nuovo,  considérant  les  siuTaces  algébriqiies  possé- 
danl  un  réseau  siinple  de  oourbes  hyperellipliques,  est  arrivé 
au  résullat  siiivanl(^): 

Si  une  surface  al^íbrique  contient  un  rheau  simple  cie  courbes 
hyperellipliques  de  genre  p,  celle  sui  face  est  ralionnelle  ou  ríférable 
(par  une  (ransforinadon  bi ralionnelle)  a  une  réglée  cie  genre  p. 

La  déinonstration  de  M.  Castei.nuovo  s'ér.t'iid  sans  peine  au 
cas  oú  Ton  considere  des  surfaces  algébriques  contenant  un 
réseau  simple  de  courbes  dontchacune  possède  une  involulion 
•('2  de  couples  de  poinls(^). 

En  chercbanl  ii  élendre  le  théorème  de  M.  Castelnuovo  aux 
surfaces  conlenant  un  système  hnéaire  de  courbes  dont  cbacune 
possède  une  involulion  ^'3  de  ternes  de  poinls,  je  suis  arrivé  au 
tbéorènie  suivant : 

Si  une  surface  algibricjue  contienl  un  stjsthne  Hnéaire  si?nple, 
Iriplemení  infini,  cie  courbes  clont  chacune  possède  une  involudon 
de  ternes  de  poinls,   celle  surface  esl  ralionnelle,   ou  ríférable  (par 


(')  Su  le  siiperficie  alqebriche  cke  contengono  tina  refe  cli  curve  iperellii- 
tiche.  Rend.  R.  Accad.  dei  Lincei,  1894  (1.»  sem.). 

(-)  Voir  par  exemple  ma  note  Snr  les  surfaces  algebriques  dont  les 
courbes  canoniques  sont  elllptiques  douhlts.  Matb.  Annalen,  1912,  Bd.  lxxii. 
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une  t)ansform(ition  birationnelle)  a  une  reglée,   ou  enfin  cest  une 
surface  hypere/Uptique  de  Picakd  (pa  ^ —  1,  P^  = '^*  =  O- 

C'est  la  déinoiístration  de  ce  théorème  qui  fait  Tobjet  de 
celte  note. 

1.  wSoil  r  une  surface  algébrique  que  nous  supposerons  dé- 
pourvue  de  poinls  singuliers  (ce  qui  est  toujours  possible  pourvu 
que  \\>n  suppose  (jue  cette  surface  est  siluée  dans  un  espace 
d'au  nioins  cinq  diuiensions).  Soit  sur  F  un  systènie  linéaire 
siniple  Iriplenient  infini  de  courbes  algébriques  |  C|  de  genre  /;. 

Par  bypolbèse  cbaque  courbe  C  de  ce  système  {Cj  conliencb'a 
une  involution  ^3  fie  ternes  de  poinls  de  genre  r.. 

Le  système  |C|  ayant  élé  supposé  siiuple,  la  série  caractéris- 
tique  d'une  courbe  C  ne  será  en  general  pas  coniposée  avec 
la  ^3  fliif'  contient  celte  courbe. 

(vOnsidérons  un  ])oinl  P  de  F  qui  ne  soit  pas  un  point-base 
de  |C|,  et  les  courbes  C  passant  par  V.  Elles  fornient  un  réseau 
et  sur  chacune  d 'elles  se  trouvent  definis  deux  points  qui,  avec 
P,  fornient  un  terne  de  Tinvolulion  que  contient  la  courbe  con- 
sidérée.  On  a  ainsi  une  variélé  V  doublement  infinie  de  couples 
de  points,  Deux  bypotbèses  peuvent  ètre  faites  : 

a)  Les  couples  de  V  sont  siluées  sur  une  courbe  F,  ou  bien 

b)  Ces  couples  de  poinls  reniplissent  loute  la  surface. 
Exaniinons  séparénient  ces  bypotbèses. 

2.  Plaçons  nous  d'abord  dans  rbypolbèse  a). 

La  courbe  P  est  rationnelle,  En  eífet,  chaque  courbe  C  pas- 
sant par  P,  rencontre  V  en  dehors  de  P,  en  deux  poinls.  Par 
ces  deux  points  il  ne  peut  d'ailleurs  passer  qu'un  nombre  fini 
de  courbes  (]  passant  aussi  par  P,  car  autreinent,  |  C  |  serait 
coniposé.  Par  suile  les  courbes  C  passant  pai-  P  forniant  un  ré- 
seau, elles  découpent  sur  la  courbe  F  une  ^2^  el  T  est  donc 
rationnelle.  Lorsque  le  point  P  varie  sur  la  surface,  on  obtient 
une  fainille  au  moins  siniplenienl  infinie  de  conrbes  F. 

Considérons  Fune  de  ces  courbes  F,  soit  Fq.  Lorsque  le 
point  P  varie  sui-  Vq,  les  couibcs  F  relatives  peuvenl: 

I .°)   se  confondre  avec  Fq,  ou  bien 

2.*')  se  confondre  en   une  méme  courbe   Fj   difíerente  de  Í'q 

3.°)  ou  enfin  ètre  toules  distincles. 

Lorsque  le  preinier  cas  se  presente,  une  courbe  l^  quelconque 
passe  nécessairenient  sinq^lenient  par  le  point  P  auquel  elle 
Gorrespond,  et  par  suite  ces  courbes  F  fornient  un  faisceau, 
Cbacune  de  ces  courbes  rencontre  d'ailleurs  une  couibe  C  ar- 
bilraire  en  un  groupe  de  Tinvolution  -(-'3  qu'elle  contient.  Par 
suile,  le  faisceau  j  F  {  forme  par  les  F  est  de  genre  7:.  Par  le 
théorème  de  Noether-EnuiquÈs,  la  surface  F  possédant  un  fuis- 
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ceau  de  genre  -  de  courbes  rationnclles  F,  est  référable  à  une 
réglée  de  genre  lí  (P4  =  Pe  =  O,  pa  =  —  ~). 

Lorsque  le  second  cas  se  presente,  une  courbe  T  ne  passe 
évideinnient  plus  par  le  point  P  auquel  elle  correspond.  Con- 
sidérons  la  courbe  \q  et  la  eourbe  l^i  relalive  à  1  enseniblc  des 
poinls  de  Tq,  et  su})posons  que  la  couibe  li  est  irréductible. 
Cette  courbe  Ii  rencontre  une  courbe  C  quelconque  en  deux 
points.  Par  suite,  F,,  rencontre  aussi  une  C  quelconque  en  deux 
points.  Mais  alors,  Fi  devrait  rencontrer  une  C  arbitraire  en 
quatre  points,  car  à  chaque  point  commun  n  cette  G  et  à  Fq 
en  correspondent  deux  de  Fi.  Par  suite  In  courbe  Fi  esl  ré- 
ductible  et  se  compose  de  deux  courbes  F',  F'i  rencontrées 
chacune  en  un  seul  point  par  une  courbe  C  arbitraire.  Les 
courbes  telles  que  F'  sont  donc  rationnclles.  De  plus  ces  courbes 
forment  un  faisceau.  F-n  eflTet  pour  construire  celles  de  ces 
courbes  passant  par  un  point  P,  on  coniniencera  par  construire 
le  couple  de  courbes  F',  F'i  correspondantes  h  ce  point;  alors 
on  sait  qu'a  Tensenible  des  points  de  F',  il  correspond  un 
couple  de  courbes  dont  l'une  est  V {  et  Tautre  Tunique  courbe 
de  cette  famille  passant  pat  P. 

Le  faisceau  fornié  par  les  courbes  F'  a  évidemment  le  mênie 
genre  p  que  les  courbes  C  et  par  suite,  F  est  référable  à  une 
réglée  de  genre  p (P4  =  Pe  =  O,  pa  =  — p)- 

Enfin,  lorsque  le  troisième  cas  se  presente,  les  courbes  F 
sont  en  nonibre  doublement  infini,  et  la  surface  F  est  ralion- 
nelle  {p,  =  V.  =  0). 

3.   Passons  à  Texamen  de  rhypotbèse  b). 

Considérons  un  faisceau  de  courbes  C  passant  par  le  point  P. 
Les  couples  de  points  de  ces  courbes  qui  avec  P  forment  des 
ternes  des  involutions  ('3  relatives  a  ces  courbes,  engendrent 
une  courbe  bvperelliptique  1).  La  considération  des  cc-  fais- 
ceaux  de  courbes  C  assujeties  à  la  condition  de  passer  par  P 
fournit  un  systènie  continu  doublement  infini  j  D  j  de  courbes 
hyperelliptiques  D. 

Désignons  toujours  par  V  l'ensenible  des  couples  de  points 
situes  sur  les  courbes  C  passant  par  P  et  qui  f(íiinent  avec  P 
des  groupes  des  involutions  ■(■  3  situées  sui'  ces  courbes. 

Deux  faisceaux  de  courbes  C  situes  dans  le  réseau  des 
courbes  C  passant  par  P  ont  une  courbe  C  en  commun,  par 
suite  les  deux  courbes  D  relatives  se  rencontrent  en  un  couple 
de  V,  précisément  celui  qui  est  situe  sur  cette  dernière  courbe  C 

L  ensemble  Y  est  d'ailleuis  ralionnel,  car  a  une  courbe  du 
réseau  des  C  passant  par  P  correspond  un  seul  couple  de  V  et 
réciproquement.  Rapportons  donc  les  couples  de  V  aux  points 


253 


d'un  plan.  A  une  courbe  D  coiiespond  une  rourbe  rationnelle 
de  ce  plan  et  deux  pareilles  oourbes  n'ont  qu'uii  point  variable 
en  comniun.  Par  suite  au  système  j  D  }  conespond  un  sjsiuiue 
honialoide  du  plan  considere,  et  }  D  j  est  dono  un  réseau  [D|. 
On  en  conclui  qu'un  couple  de  points  de  V  est  coniplèment 
determine  par  un  de  ses  points,  c'est-à-dire  que  V  est  une  in- 
volution  de  couples  de  points,  ou  encore  une  transformation 
birationnelle  involutive  de  F  en  elle-ménie. 

En  consideram  les  cc-  points  de  Ia  surface  F,  on  obtient  une 
double  infinité  d'involutions  V.  Deux  de  ces  involutions  ne 
peuvent  d'ailleurs  jamais  coiníMder,  par  suite  F  possède  oo^ 
transformations  biralionnelles  en  elle-mème  et  est  donc,  d'api-ès 
un  théorènie  de  M.M.  Castei.inuovo  et  Emuques(/),  rationnelle,  ou 
référable  a  une  régiéc,  ou  est  une  surface  de  Picaud  (p^  =  —  1, 

/.,=  P4=1). 

Le  théorème  énoncé  au  début  de  ce  Iravail  est  donc  com- 
plètement  démontré. 

Liège,  8  Noverabre  1912. 


(|)  Snr  les  surfaces  algebriqifs  admeitant  un  groupe  conlinu  de  transfor- 
mations birationnelles  en  elles-mêmcs.  C.  li.,  1895,  t.  cxxi. 


INDEX 


Pag. 
Fernando  de  Vascoxcellos  :  iSur  la  rotation  desforces  autour  de  leurs 

points  d'applicaíion  eí  Véquilihre  astatique 5,  (j5,  129 

ViRGiNio  Retali  :  Siir  une  conrbe  transcendante 4G 

Gonçalo  Sampaio  :  Estudos  botânicos 51 

Geminiano  PiuoNDiNi:    Essai  d'une  théorie  analytique  des  ligues  non- 

euclidiennes 55,  111,  219 

]^|_li.f:  ^  -^i  MoLiNAKi :  Quclques  appUcations  de  la  formule  intéyrale  de 

Fourier 84 

L.  Orlando:  Quelques  observations  nouvelles  sur  la  continuité des  séries  97 

Bazilio  Telles  :  La  notion  de  temps 99 

M.  A.  Aubry:  Le  calcul  infinitesimal  avant  Descartes  et  Fermat 160 

F.  Gomes  Teixeira  :   Sobre  o  fulium  de  Descartes  e  a  construcção  de 

uma  classe  de  cubicas  unicursaes 18G 

M.  T.  Levi-Civita:  Sur  les  systhnes  linéaires,  à  deux  inconnues,  admet- 

tant  une  intégrale  quadratiqne 193 

Paul  Stackel  :  Ein  Satz  Leonhard  Eiders  iiber  die  rektifikation  ahje- 

braischer  Kvrven 207 

António  Augusto  Mendes  CoRUErA :    O  índice  cephalico  nos  criminosos 

portugueses 214 

LuciEx  GoDEAux :  Sur  les  surfaces  algébriqves  contenant  un  sgsthme  li- 
néaire  simple  dont  chaque  courbe  possede  une  involution  de  temes 
de  points 250 

Bibliographia 124,  190 


Uníversity  of  Toronto 


Physical  St 


Acme  Llbrary  Card  Pocket 
Unuof  Fat.  "Rei.  InJez  Fue' 

Made  by  LIBRARY  BUREAU 


